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On  a  fait  plus  d'une  fois  cette  remarque  qu'une  théorie 
des  assurances  pouvait  être  développée  indépendamment 
de  la  notion  de  probabilité  et  cela  est  incontestable  si  on 
entend  par  théorie  des  assurances  Tensemble  des  pro- 
blèmes qui  se  posent  chaque  jour  dans  la  pratique,  et  que 
la  pratique  de  chaque  jour  enseigne  à  résoudre.  Gela 
devient  moins  exact  dès  que  Ton  veut  justifier  de  quelque 
façon  les  solutions  proposées  et  que  Ton  veut  déterminer 
les  limites  entre  lesquelles  elles  sont  applicables. 

On  se  propose  de  donner  dans  ce  manuel  une  exposi- 
tion succincte  des  principaux  problèmes  qui  se  rattachent 
à  la  détermination  d'une  probabilité  de  décès  et  à  son 
introduction  dans  les  calculs  financiers  :  c'est  Thypothèao 
de  l'existence  d'une  pareille  probabilité  qui  donne  quelque 
unité  aux  problèmes  traités  dans  ce  manuel,  problème 
assez  divers  à  d'autres  points  de  vue. 

Par  probabilité  on  entendra  comme  d'habitude  le  rapport 
d'un  certain  nombre  de  cas,  dits  favorables»  au  nombre 
total  des  cas  possibles,  supposés  tons  également  possibles. 
La  voie  suivie  par  M.  Bohlmann,  lequel  définit  la  probabi- 
lité par  un  certain  système  d'axiomes,  permettrait  d'éviter 
la  tautologie  contenue  implicitement  dans  la  déânition 
précédente.  Je  n'ai  pas  cru  devoir  suivre  cette  voie  :  mais 
il  n'est  peut-être  pas  inutile  d'appeler  sur  elle  l'attention 
du  lecteur. 

11  ne  me  reste  qu'à  prier  le  lecteur  de  se  reporter  à 
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VEneyklopâdie  der  math.  Wissenchaften,  vol.  I,  pour  une 
bibliographie  plus  complète  des  théories  indiquées  ou  dé- 
ve  oppées  dans  ce  manuel.  Je  citerai  en  particulier  les 
articles  de  M.  Czuber  sur  le  calcul  des  probabilités,  de 
M.  Bausounger  sur  la  théorie  des  erreurs,  de  M.  von 
B^TKiEwicz  sur  la  statistique,  de  M.  Boiilmann  sur  la 
tfcéorie  mathématique  des  assurances  sur  la  vie. 

Je  dois  aussi  rappeler,  parmi  les  publicaUons  posté- 
rieures  aux  arUcles  précédents  et  qui,  par  suite,  ne  s'y 
trouvent  pas  analysées,  le  traité  de  M.  Czdber,  die 

1903,  livre  que  nous  aurons  l'occasion  de  citer  bien  sou- 
vent ;  le  traité  de  M.  Herz.  WahrscheinliehheiU-und 
Amgleichungsrechnung.  Leipzig,  1900  ;  le  livre  récent  fort 
remarquable  de  M.  Bruns,  Wahrscheinlichkeilsreclmung 
tmdKellektivmasslehre,  Leipzig.  1906;  le  Abh.zuv  Tlworie 
der  Bev.-u-Moralstalistik  de  M.  Lexis,  lena,  1903  •  le 
VersichenmgsmaihematikAe,  M.  Ghossmann.  Leipzig,  \WZ  • 
le  petit  traité  élémentaire  et  fort  clair  de  M.  Lowy  Versi- 
^miHffsmaih.,  Leipzig,  1903.  Pour  Tapplication  des  mé- 
thodes graphiques,  nous  citerons  :  Poussin,  Sur  C applica- 
tion des  méthodes  graphiques  aux  calculs  eTassurances, 
Pans,  1904. 

remercier  ici  M.  Bohlmann, 
qui  a  eu  la  courtoisie  de  mettre  à  ma  disposition  les  notes 
d  un  cours  sur  la  théorie  du  risque,  qu'il  a  fait  à  Gottingue 
pendant  le  semestre  d'hiver  1899.1900.  Je  me  suis  servi 
j^lus  particulièrement  de  ces  notes  pour  le  §  V  du  Ghap.  II 
de  la  première  partie  et  pour  le  14  du  Ghap.  II  de  la 
deuxième  partie. 

Décembre  4905,  ^' 


PRÉFACE  DE  M.  AGHARD 


Le  traité  sur  la  Théorie  des  Assurances,  publié  par 
M.  le  Prof.  U.  Broggi,  a  été  traduit  de  lïtalien  par 
M.  Lattes. 

L'objet  principal  de  l'ouvrage  est  la  théorie  des  assu- 
rances sar  la  vie,  avec  des  développements  étendus  sur  le 
calcul  des  probabilités.  Il  contient  notamment  des  no- 
tions sur  la  statistique  et  rétablissement  des  tables  de 
morMité,  le  calcul  des  primes  d'assurance  et  des  réserves, 
les  systèmes  de  participation  des  assurés  dans  les  béné- 
fices, la  théorie  du  risque. 

Ces  divers  sujets  sont  exposés  d'une  manière  claire  et 
méthodique;  les  définitions  et  les  démonstrations  soni 
présentées  avec  autant  de  rigueur  qae  le  comporte  cet 
ordre  de  questions.  Le  texte  est  accompagné  de  notes  ex- 
plicatives et  de  nombreuses  références  bibliographiques. 

Ce  traité  étant  très  complet  sous  une  forme  condensée, 
nous  n'en  ferons  pas  une  analyse  détaillée  ;  mais  nous 
signalerons  de  préférence  les  questions  qui  n'ont  pas  été 
traitées  dans  les  ouvrages  français  d'une  manière  ausM 
syatématique. 

On  a  souvent  remarqué,  >iinsi  que  le  fait  observer 
M.  Broggi,  qu'il  est  possible  de  construire  une  théorie  des 
assurances  indépendamment  de  l'idée  de  probabilité.  La 
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statistique,  et  les  résultats  moyens  qu'elle  fournit  aisé- 
ment, constituent  pour  la  pratique  des  données  suffi- 
santes. Mais  le  calcul  des  probabilités  devient  indispen- 
sable, lorsque  Ton  veut  se  rendre  compte  de  Timportance 
des  écarts  qui  peuvent  se  produire  entre  les  moyennes 
provenant  des  données  primitives,  et  les  résultats  effec- 
tifs des  observations.  Ces  questions  n'ont  pas  toujours 
préoccupé  au  même  degré  les  auteurs  qui  ont  écrit  sur 
les  tarifs  d'assurances  et  sur  les  réserves;  nous  recon- 
naissons que  M.  Broggi  leur  a  accordé  une  grande  place 
dans  son  ouvrage,  et  nous  en  dirons  quelques  mots. 

Nous  considérerons  d'abord  le  Théorème  de  Bernoulli, 
au  sujet  duquel  on  peut  distinguer  deux  points  de  vue  : 
d'abord  la  démonstration  du  théorème  ;  en  second  lieu, 
l'évaluation  de  la  probabilité  relative  à  des  limites  fixées 
pour  l'écart  entre  la  probabilité  expérimentale  et  la  pro- 
babilité théorique.  La  plupart  des  auteurs  fondent  la  dé- 
monstration du  théorème  sur  le  calcul  approché  de 
cette  probabilité  ;  une  telle  marche,  bien  que  naturelle, 
offre  l'inconvénient  d'être  souvent  peu  exacte^  le  résultat 
final  ne  pouvant  que  très  difficilement  être  obtenu  avec 
un  degré  d'approximation  déterminé. 

Une  autre  méthode  de  démonstration  consiste  à  utili- 
ser le  théorème  dit  de  Tchébycheff,  relatif  aux  écarts 
moyens  quadratiques  :  on  arrive  ainsi  rapidement  à  une 
conclusion  rigoureuse.  C'est  à  ce  procédé  que  s'arrête 
M.  Broggi.  —  J'ajouterai  que  le  théorème,  attribué  géné- 
ralement à  Tchébycheff,  a  été  donné  en  premier  lieu  par 
un  mathématicien  français,  M.  Bienaimé. 

Une  marche  tout  à  fait  analogue  s'applique  à  la  dé- 
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monstration  du  théorème  de  Poisson,  connu  sous  le 
nom  de  loi  des  grands  nombres,  dans  lequel  on  considère^ 
les  écarts  par  rapport  à  la  moyenne  d'une  série  de  proba- 
bilités inégales. 

M.  Broggi  procède  aussi,  comme  il  est  d'usage,  à  une 
évaluation  sommaire  de  la  probabilité  des  écarts  dans  le 
théorème  de  Bernoulli,  d'où  une  deuxième  démonstra- 
tion de  cette  proposition. 

L'auteur  établit,  par  les  considérations  connues,  la  loi 
de  Gauss  sur  la  probabilité  des  erreurs,  et  rattache  à  cette 
loi  la  justification  de  la  méthode  des  moindres  carrés. 

Le  calcul  de  la  probabilité  dans  le  théorème  de  Ber- 
noulli donne  un  moyen  de  vérifier  les  hypothèses  néces- 
saires à  l'existence  et  à  l'emploi  des  tables  de  mortalité. 
On  doit  supposer,  en  effet,  que  les  probabilités  de  vie  sont 
fixes  et  déterminées  pour  chaque  Age  donné  et  chaque  in- 
tervalle de  temps,  et  que  les  événements  régis  par  ces 
probabilités  n'ont  entre  eux  aucune  dépendance.  En  frac- 
tionnant une  statistique  établie  d'après  ces  hypothèses, 
on  pourra  reconnaître  si  les  écarts  effectivement  consta- 
tés sont  différents  de  ceux  que  fait  prévoir  la  théorie. 

Nous  rappellerons  que  Dormoy  avait  institué  une  com- 
paraison de  ce  genre  ;  il  avait  donné  le  nom  de  coefficient 
de  divergence  au  rapport  de  l'écart  expérimental  à  Técart 
théorique,  en  employant  à  cet  effet  l'écart  moyen  arith- 
métique (écart  moyen  en  valeur  absolue,  appelé  quel- 
quefois écart  probable). 

M.  Broggi,  en  traitant  le  même  problème  sous  le  nom 
de  théorie  de  la  dispersion,  a  utilisé  les  écarts  moyens  qua- 
dratiques. Les  résultats  de  son  analyse  sont  intéressants; 
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ils  tendent  à  confirmer  assez  généralement  les  hypo- 
thèses adoptées  quant  aux  probahilités  de  la  vie  humaine. 

L'application  de  la  théorie  des  écarts  à  des  g^roupes 
d'assurances  donne  lieu  à  la  théorie  du  risque  qui  est  ex- 
posée dans  la  dernière  partie  de  l'ouvrage.  Les  questions 
qui  relèvent  de  cette  théorie  présentent  une  sérieuse  uti- 
lité pratique  :  par  exemple,  l'avantage  qu'il  peut  y  avoir 
à  réunir  ensemble  des  groupes  d'assurances  égales  ou 
inégales  ;  —  l'opportunité  de  modifier  le  montant  maxi- 
mum (ou  plein)  de  l'assurance  à  accepter  sur  un  assuré 
pris  isolément. 

Nous  citerons  à  ce  propos  un  résultat  curieux,  qui 
peut  être  formulé  sommairement  de  la  manière  suivante  : 
Si,  à  un  premier  groupe  de  personnes,  toutes  assurées 
dans  les  mêmes  conditions  pour  un  capital  égal,  on  ad- 
joint un  autre  groupe  d'assurés  analogues  dont  le  capital 
individuel  ne  soit  pas  supérieur  au  double  du  premier, 
l'écart  relatif  à  craindre  (c'est-à-dire  rapporté  au  capital 
total)  sera  moindre  dans  le  groupe  composé  que  dans  le 
premier  groupe,  quel  que  soit  d'ailleurs  le  rapport  du 
nombre  des  deux  groupes. 

Ce  chapitre  se  termine  par  des  considérations  sur  la 
théorie  de  la  stabilité,  se  rapportant  à  l'ensemble  des  opé- 
rations d'une  compagnie  d'assurances.  On  voit  que  les 
questions  dont  traite  la  théorie  du  risque  sont,  quant  au 
fond,  les  mêmes  que  celles  qu'a  exposées  M.  H.  Laurent 
dans  sa  théorie  du  plein. 

La  théorie  de  la  mortalité  présente  des  parties  intéres- 
santes, en  particulier  celles  qui  sont  consacrées  à  l'ajus- 
tement des  tables  de  survie.  Le  procédé  de  Woolhouae  y 
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est  expliqué  ainsi  que  la  formule  de  Karup,  et  d'autres 

analogues,  parmi  lesquelles  nous  indiquerons,  pour  son 
originalité,  la  méthode  de  Higham. 

La  partie  intitulée  rentes  viagères  renferme  de  nombreux 
détails  sur  les  annuités  :  l'annuité  fractionnée  ou  continue 
est  calculée  par  la  méthode  de  Woolhouse,  au  moyen  de 
la  formule  de  sommation  d'Euler  ;  nous  signalerons  en- 
core l'évaluation  de  l'annuité  viagère  dans  le  cas  de  la 
formule  de  Makeham. 

Ën  résumé,  l'auteur  du  Traité  des  Assurances  sur  la  vie 
tait  preuve  d'une  grande  compétence  dans  les  questions 
qu'il  traite,  et  d'une  vaste  information.  Nous  ajouterons 
que  l'élégance  de  la  traduction,  le  soin  apporté  à  l'exé- 
cution matérielle,  font  de  son  livre  un  ouvrage  attrayant* 
qui  sera  utilement  consulté  par  tous  les  actuaires. 

Marc  Aghard. 
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t.  —  Supposons  une  loi  quelconque  d'élimination,  opérant  sur 

une  collectivité  T  d'individus  et  agissant  d'une  façon  presque  cons- 
tante. Supposons  en  outre  les  individus  parfaitement  semblables, 
en  ce  sens  que  la  loi  d'élimination  supposée  ne  varierait  pas  si  Ton 
substituait  l'un  quelconque  de  ces  individus  à  tous  les  autres  ou  à 
certains  d'entre  eux. 

Ayant  précisé  une  période  de  temps  unitaire  et  choisi  dans  T 

un  groupe  (r)  de  r  composants  (i  <  r),  nous  pouvons  concevoir 
un  assureur  tenu,  vis-à-vis  du  groupe,  à  autant  de  payements  de 
montants  : 

c,(m),  c,(m),  Cj(m)  >  o,  (;  =  i,  a....) 

&  la  fin  de  chaque  période  m*,  et  le  groupe  tenu  à  Fégard  de  l'assu- 
reur à  autant  de  payements  de  montants  : 

«j(m),  icj(m)  TZj(m)  >  o,  (j  =  i,  a....) 

au  conmiencement  de  chaque  période  m%  qu'il  y  a  d'états  possiUes 
pour  le  groupe  (r)  aux  moments  des  payements.  Et  ceci  jusqu'à 
l'extinction  du  groupe. 
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En  posant,  par  exemple,  r=  2,  nous  pouvons  concevoir  que 
les  it  et  les  c  soient  subordonnés  à  l'une  des  éventualités  suivantes  : 
au  commencement  ou  à  la  fin  de  la  m*  période  les  deux  com- 
posants survivent  —  ou  bien  un  quelconque  d'entre  eux  survit 

  OU  encore  l'un  d'entre  eux,  déterminé,  qui  peut  être  l'un  ou 

l'autre  des  composants,  survit  —  ou  enfin  aucun  des  deux  n'est 
survivant. 

^.  Supposons  toutes  les  valeurs  c  et  rapportées  à  un  ins- 
tant unique,  les  c  déterminés  arbitrairement,  et  supposons  qu'il 
existe  un  rapport  fonctionnel  entre  les  ic  :  il  s'agit  de  déterminer 
ces  derniers  de  telle  façon  que  le  montant  des  engagements  de  l'as- 
sureur et  le  montant  des  engagements  du  groupe  soient  égaux,  en 
tenant  compte  du  fait  que  seuls  certains  des  payements  auront 
lieu,  à  l'exclusion  de  certains  autres. 

On  a  des  assurances  sur  une  ou  plusieurs  têtes  suivant  que  l'on 

a  :  r  =  I  ou  r  >  i. 

Pour  que  le  problème  soit  déterminé,  il  est  nécessaire  de  définir 
la  relation  existant  entre  deux  sommes  d'égale  valeur,  mais  paya- 
bles à  des  moments  différents,  et  de  préciser  le  caractère  de  la  loi 
d'^mination  supposée  au  début. 

3.  La  loi  de  capitallsatloii.  —  Représentons  respective- 
ment par  dC  et  par  /  dt  les  accroissements  du  capital  G  et  du  capi- 
tal unité  pendant  l'intervalle  de  temps  infiniment  petit  dt,  i  et  G 
étant  supposés  fonctions  du  temps.  On  a  ; 

C-hdG  =  C(i-i-iA) 

d'où  : 

=  idt 

c=c./'* 
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Co  étant  la  constante  d'intégration,  déterminée  par  le  capital  initial, 
et  e  la  base  des  logarithmes  népériens. 
L'é^patioii  (i)  éamsat,  en  supposant  i  ooiistaDt  : 

(a)  C  =  Coci* 

(G  =  montant  du  capital  Go  à  la  fin  du  temps  t),  d*où,  en  po- 
sant : 

i  c»— i=i' 
(3)  \ 

(  C  =  G,(i+/7 

expression  de  C  lorsque  /  est  un  nombre  entier,  if  le  taux  d'accrois- 
sement de  l'unitc  de  capital  pendant  l'unité  de  temps  et  lorsque  la 
capitalisation  s'efl'ectue  seulement  à  la  fin  de  chaque  p^ode  uni- 
taire. 

Nous  nous  en  tiendrons  dans  la  suite  aux  formules  (2)  et  (3),  et 
à  celles  qui  en  dérivent.  Notons  seulement  ici  que  l'hypothèse  de 
l'invariabifité  dans  le  temps  du  taux  i  d'intérêt,  qui  leur  sert  de 
base,  ne  pourrait  être  adoptée  correctement  que  dans  des  calculs 
relatifs  à  des  périodes  de  temps  relativement  restreintes.  Pour  des 
calculs  portant  sur  une  longue  durée,  au  contraire,  on  ne  pourrait 
peut-être  pas  faire  abstraction  de  cette  tendance  de  l'intérêt  à  dé- 
croître, que  les  recherches  économiques  semblent  avoir  démon- 
trée (*). 

4.  Degré  de  stabilité  de  la  loi  d'éUmlnation  de  F. 

—  Le  caractère  de  la  loi  d'élimination  supposée  au  début  sera 

(0  Pratiquement  on  en  tient  compte  en  choisissant  un  taux  d'intérêt  quel- 
que peu  inférieur  au  toux  normal  au  moment  de  Popération.  Ce  choix  est  dé- 
terminé aussi  par  d»autres  conaidéfations,  qui  apparaîtront  clairement  d'eiles- 
mdmes  dans  la  suite. 
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précisé  si  l'on  identifie  le  degré  de  stabilité  propre  à  cette  loi  avec 
celui  d'un  phénomène  présentant  une  probabilité  constante  (^). 

Nous  sommes  conduits  ainsi  à  prendre  comme  base  d'une  théorie 
mathématique  des  assurances,  dérivant  d'une  pareille  conception, 
des  hypothèses  spéciales,  outre  celles  sur  lesquelles  est  fondé  le 
calcul  des  probabilités  (et  avant  tout  cette  hypothèse  qu'il  existe 
pour  chaque  individu  de  F  une  probabilité  déterminée  de  vivre 
pendant  une  période  de  temps  déterminée). 

$  2.  —  Admettons  qu'à  chaque  état  du  groupe  (r)  de  F  corres- 
ponde une  probabihté  déterminée  —  que  la  valeur  d'une  somme  G, 
subordonnée  à  l'arrivée  d'un  événement  de  probabilité  />,  soit 
exprimée  par  p.G  (p.G  =  vakar  probable  ou  espérance  mathéma- 
tique de  G)  —  admettons  enfin  l'équation  (3)  :  au  problème  rap- 
pelé plus  haut  correspond  un  type  unique,  très  général,  d'équa- 
tion. Désignons  par  pj(m)  la  probabilité  pour  que  le  payement 
Cj(m)  s'accomplisse,  par  p^(m  —  i)  celle  pour  que  le  payement 
r.j  (m)  s'accomplisse.  On  a,  d'après  ce  qui  précède  : 

2  W  2  U)  (I  +  O*-»-*-*  P>(«-  I)  ^j{m)  - 
I  I 

-  2  (»»)  2  W  (I  -t-  «T-Py  W  cj(,m)  =  o 
I 

où  k  est  complètement  arbitraire.  L'équation  (4)  exprime  la  con- 
dition pour  que  les  valeurs  probables  des  engagements  pris  par 
l'assureur  et  par  le  groupe  assuré,  rapportées  à  un  même  instant» 
coïncident.  A  k  =  o  correspond  le  cas  où  ces  valeurs  sont  rap- 
portées au  moment  initial  de  l'opération. 

(i)  Nous  aurons  l'occasion  d'éclaircir,  par  la  suite,  la  nature  do  ce  phéno- 
mène. 


(5) 
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Posons  : 

2  ('"^  21  *)-~  PÀm)  ej(m)  — 

2  I 

—  ^i'^)  ^(j)  (i  +  0^+*  Pj{m  —  i)  7r,(m) 

==  R,  (i-f.  Q-i 

2      2  O-'pA'»)  <:À'n)  — 

3  I 

-  2  ^'"^  2        p^f*^ — I)  = 

s  I 


Rj,  R,...  s'appellent  réserves  de  l'opération  ocmsidérée,  à  la  fin 
de  la  première,  de  la  deuxième...  période. 

Plus  généralement  supposons  que  Ton  décompose  chacune  des 
sommes  : 

2  w  2      0"""*p/('« — 0  «/W = y 

o  I 

2  W  2  W  (i      0"*"+'  Pj(rn)  cj{m)  =  V 
0  1  ^"ii 

en  sommes  partieUes^l ,  2'  ;  ,  '  lessommes^j  2' 
étant  étendues  aux  valeurs  entières  de  m  de  l'intervalle  (o,  r)  et 

2i ,  2!i  valeurs  m  =  r  -M,  r  -h  2,...  L  équation  (4)  peut 
s'écrire  : 

Or,  on  a,  par  suite  des  relations  (5)  : 

(6)  (-o'(2:-s)=«' 
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On  a  donc  aussi  : 

(7)  (.  -K  0'  (X  -  = 

Les  équations  (6)  et  (7)  définissent  respectivement  la  méthode 
prospective  et  la  méthode  rétrospective  de  détermination  des  ré- 
serves. 

Dans  la  première  de  ces  méthodes,  la  i^rve  à  la  fin  d'une  cer- 
taine période  est  égalée  à  la  différence  rapportée  à  la  fin  de  cette 
période,  entre  les  valeurs  des  engagements  de  l'assureur  et  les 
valeurs  des  engagements  du  groupe  assuré,  postérieurs  à  l'époque 
de  référence;  dans  la  deuxième,  on  la  pose  égale  à  la  différence, 
rapportée  au  même  moment,  entre  les  valeurs  réciproques  des 
engagements  du  groupe  assuré  et  de  Fassureur,  antérieurs  à  1  époque 
définie  fout  d'aiioid. 

Si  l'on  suppose,  dans  les  équations  (4), 

%(o)  ;z£  o   iry(i)  =  7:^  (2)  =  ...  =  ©, 
et  si  l'on  remarque  qu'au  début  de  l'opération  on  ne  peut  consi- 
dérer qu'un  seul  payement  H,  celui  qui  correspond  à  l'état  connu 
du  groupe  à  ce  moment  (la  probabilité  étant,  par  suite,  p  (o)  =  i), 
on  déduit  de  là  : 

"  =  2  ^'"^  2  ')~"'PÀ"')  oji'n). 

X  I 

n  s'appelle  h  prime  unique  de  l'opération.  Cette  prime  coûicide 
avec  la  réserve  de  l'opération  elle-même,  au  début  de  la  première 
période. 

5.  —  Par  réserve  d'un  ensemble  d'opérations,  on  entend  la 
somme  des  réserves  des  diverses  opérations  composant  l'ensemble. 

Si  l'on  désigne  respectivement  par  [R],  [2,],  la  somme 
des  réserves,  la  somme  des  engagements  futurs  de  cbacun  des 
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groupes  assurés  et  la  somme  des  engagements  de  l'assureur  vifr-à^ 
TÎs  d«  diacnn  de  ces  groupes,  rapportés  à  la  fin  de  la  féaoéà  r, 

l'équation  : 

[R]  =  [2..]  -  [2.] 

exprime  le  montant  en  [R]  du  fonds  nécessaire  pour  que  les  primes 
encaissées  et  accumulées  par  lassureur  lui  suffisent  exactement 
pour  faire  face  à  ses  engagements  envers  l'ensemble  des  assurés, 
si  toutefois  l'action  effective  des  lois  d'élimination  et  de  capitalisa- 
tion coïncide  avec  les  lois  prévues  à  ce  sujet. 

6.  —  Nous  ferons  abstraction  ici  de  la  loi  de  capitalisation» 
supposée  certaine. 

Notons,  au  contraire,  comment  le  fait  d'avoir  attribué  k  la  loi 
d'élimination  le  degré  d'invariabilité  propre  à  un  phénomène,  pré" 
sentant  une  probabilité  constante,  entraîne  la  possibilità  d'écails 
entre  la  loi  effective  d'élimination  et  la  loi  prévue,  et  par  suite  k 
possibilité  de  profits  ou  dè  pertes  pour  l'assureur,  suivant  que  ces 
oscillations  lui  sont  favorables  ou  contraires. 

Les  équations  qui  ont  servi  de  base  à  la  définition  des  prîmes  et 
des  réserves  correspondent  à  une  première  approximation  :  elles 
correspondent  à  l'bypotbèse  où  les  payements  effectifs  des  deux 
parties  contractantes  s'identifient  avec  leur  valeur  probable,  au 
sens  défini  par  le  calcul  des  probabilités.  En  fait  ce  calcul  lui- 
même  nous  apprend  la  possibilité  de  variations  aux^pielles  oik  ne 
peut  assigner  que  les  limites  correspondant  aux  hypothèses  ex^eè- 
mes,  celle  où  tous  les  individus  mourraient  de  suite  après  avoir 
contracté  l'assurance  et  celle  où  aucun  d'eux  ne  mourrait  avant 
d'avoir  atteint  un  âge  extrême  que  l'on  considère  comme  pbysi- 
'quement  impossible  de  dépasser.  A  chacune  des  hypothèses  inter- 
médiaires correspond  une  probabilité  d'autant  plus  petite  que  la 
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divergence  est  plus  grande  entre  cette  hypothèse  et  Thypothèse 
probable  considérée  tout  d'abord  :  pratiquement  on  considère 
comme  impossibles,  et  par  suite  comme  ayant  la  probabilité  zéro, 
des  écarts  auxquels  correspondent  des  probabiUtés  très  petites  et 
par  suite  négligeables. 

7.  —  On  peut  supposer  : 

Que  les  primes  fixées  par  Tassureur  coïncident  avec  ceUes  résul^ 
tant  d'un  calcul  correct  de  probabilités  ; 
Ou  bien  qu'elles  leur  soient  supérieures. 

C'est  le  second  cas  qui  correspond  à  la  réalité  :  l'assureur  effec- 
tif introduit  en  effet,  dans  la  détermmation  des  primes,  des  erreurs 
systématiques  qui  paralysent  l'action  des  variations  accidentelles 
de  la  mortalité.  De  pareilles  erreurs  consistent,  soit  dans  la  prévi- 
sion d'une  loi  de  mortahté  plus  défavorable  à  l'assureur  que  ceUe 
qui  pardtrait  la  plus  probable  d'après  la  statistique,  soit  dans  une 
évaluation  pessimiste  des  intérêts  sur  les  fonds  placés  chez  lui, 
soit  finalement  dans  des  augmentations  ou  chargemenU  sur  les 
primes. 

Dans  le  premier  cas  il  est  au  contraire  nécessaire  de  constituer 
des  fonds  spéciaux  de  garantie  (natureUement,  en  outre  des  ré- 
^es)  qui  permettent  de  parer  aux  variations  de  la  mortalité,  dans 
Fhypothèse  d'oscillations  défavorables  à  l'assureur  et  coïncidant 
avec  le  maximum  d'oscillation  supposé  pratiquement  possible. 

La  détermination  du  montant  de  ces  fonds  est  l'objet  de  la 
^rie  du  risque,  qui  a  précisément  pour  objet  la  recherche  de 
l'influence  que  les  variations  accidentelles  de  la  mortahté  exercent 
m  les  conditions  finandères  de  1  Institut  d'assurances. 

8,  —  Les  versements  éventuels  effectués  par  l'assureur  et  par 
le  groupe  assuré  peuvent  être  subordonnés  à  d'autres  événemraits 
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que  la  mort  ou  la  survivance  des  membres  du  groupe,  ou  bien  à 
d'antres  événonents  en  même  temps  qu'à  ces  derniers  :  on  cbvrt 
tenir  compte  alors,  non  plus  ou  non  seulement  des  probabilités 
correspondant  aux  états  possibles  du  groupe  à  l'égard  de  la  mor- 
talité, mais  des  probabilités  correspondant  aux  états  possibles  du 
groupe  à  l'égard  des  faits  éventuels  pris  ici  comme  base  de  l'assu- 
rance. On  a  ainsi,  à  côté  des  assurances  sur  la  vie  proprement 
dites  (auxquelles  nous  nous  bornerons  par  la  suite)  d'autres  assu- 
rances (par  exemple  contre  l'invalidité,  les  maladies,  etc...)  qui 
constituent  avec  les  premières  la  catégorie  des  assurances  sur  les 
personnes  (par  opposition  avec  les  assurances  sur  les  choses).  Leur 
réduction  à  un  type  unique,  possib^  au  point  de  vue  purement 
formel,  n'a  pas  été  tentée  jusqu'ici  et  ne  serait  peut-être  pas  d'ail- 
leurs très  féconde. 


PREMIÈRE  PARTIE 


FONDEMENTS  MATHÉMATIQUES  ET  STATISTIQUES 

DE  LA  THÉORIE 


CHAPITRE  PREMIER 


ÉLÉMENTS  DU  CALCUL  DES  PROBABILITÉS 

I.  —  Définitions  et  principes  fondamentaux 

f .  —  Les  recherches  auxquelles  s'applique  la  détermination  de 
probabilités  mathématiques  concernent  l'apparition  de  diverses 
sortes  de  phénomènes,  soumis  en  partie  à  des  rapports  de  causalité 
invariables  et  connus  de  pous,  et  en  partie,  au  contraire,  à  on 
ensemble  variable  de  causes  indépendantes  les  unes  des  autres 
dont  Taction  échappe  à  notre  examen  et  à  n'importe  quelle  règle. 
Nous  appelons  hasard  un  pareil  ensemble  agissant  sans  loi  et 
événements  les  divers  états  du  phénomène,  qui  dépendent  du 
hasard. 

Supposons  maintenant  que,  pour  un  phénomène  déterminé,  on 
puisse  diviser  l'ensemble  des  divers  états  possibles  du  phénomène 
en  états  ou  cas  élémentaires  équivalents  (en  ce  sens  que  l'apparition 
de  chacun  d  eux  présente  le  même  degré  de  possibilité)  :  on 


12 


HATUÉMATIQUE  BE8  ACTUAIIES 


appeUera  probabUiU  mathématique  on  probahiUté  a  priori  d'un 
événement  le  rapport  du  nombre  des  cas  favorables  à  révénement 
(c  est-à-dure  tels  que  leur  apparition  a  pour  cause  rapparition  de 
1  événement  lui-même)  au  nombre  des  cas  également  possibles 

Supposons,  par  exemple,  une  urne  qui  contienne  des  boules  ne 
différant  que  par  la  couleur,  ou  bien  portant  divers  numéros  :  le 
nombre  total  des  boules  représente  le  nombre  des  cas  possibles  et  le 
nombre  des  boules  d  une  couleur  donnée,  ou  qui  portent  un  numéro 
donne,  représente  le  nombre  des  cas  favorables  à  ce  feit  qu'une 
boule,  extraite  au  hasard,  soit  de  cette  couleur  ou  porte  ce  numéro 
Ce  sont  précisément  des  problèmes  pouvant  se  réduire  schémati- 
quement  à  celui-ci,  c'est-à-dire  des  problèmes  relatifs  aux  jeux  de 
hasard  qui  ont  donné  naissance  au  calcul  des  probabilités  :  ce  qui 
s'explique,  si  Ton  observe  que,  pour  ces  problèmes,  la  notion  de 
cas  également  possibles,  sur  laquelle  est  basée  cefle  de  probabilité, 
prend  une  forme  susceptible  d'une  interprétation  et  d'une  vérifica- 
tion directes. 

Désignons  par  E  l'événement,  par  n  le  nombre  des  cas  possibles 

èt  par  m  le  nombre  des  cas  favorables,  p  =  est  la  probabihté 
de  E.  ^ 

Aux  hypothèses  que  tous  les  cas  possibles  soient  favorables  et 
que  aucun  d  eux  ne  le  soit  correspondent  la  nécessité  de  Tappari- 
tion  et  de  la  non-apparition  de  Tévénement.  L'événement  cesse 
en  toute  rigueur,  d'être  un  événement  :  il  ne  dépend  plus,  en  effet, 
du  hasard. 

Dans  le  premier  cas  />  =  i  et  dans  le  second  p  =  o. 

La  probabilité  d'un  événement  peut,  par  suite,  prendre  toutes 
es  valeurs  rationnelles  de  l'intervaUe  (o,i).  La  limite  inférieure  de 
1  mtervaUe  est  prise,  par  convention,  comme  expression  de  l'im- 
possibilUéet  la  limite  supérieure  comme  expression  de  la  certitude 
de  1  appantion  d'un  événement. 
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—  Supposons  maintenant  qu'on  sépare  les  m  cas  favcnrables 
à  E  en  r  classes  m,,  m^,  ...  mr  et  qu'on  désigne  par  Ei,  Eg,  ...  E,. 

les  événements  auxquels  correspondent  les  cas  favorables  de  ces 
diverses  classes.  L'égalité  : 

(0     P  ==  ^  =  ~  -t-     H-         ~  ==Pi  +  P»  H-  ...  +  i»r 

prouve  que  la  probabilité  de  l'apparition  de  E  est  égale  à  la  somme 
des  probabilités  correspondant  aux  apparitions  de  Ej,  Es,  ...  Er. 

D'où  la  proposition  générale  suivante  :  quand  un  événement 
peut  se  présenter  de  plusieurs  façons  distinctes  et  s'excluant  mu- 
tuellement, la  probabilité  de  l'apparition  de  l'événement  est  égale  à 
la  somme  des  probabilités  correspondant  à  chacun  de  ces  modes 
d'apparition  {théorème  des  prohabilités  totales). 

Le  fait  que  les  événements  E^,  E,,  ...  Er  s'excluent  mutuelle- 
ment dérive  pour  nous  du  fait  qu'on  a  réparti  les  m  cas  favorables 
à  E  en  /•  classes  de  cas  respectivement  favorables  à  Ej,  Eg,  ...  E^; 
d'où  il  résulte  qu'aucune  classe  de  cas  favorables  n'a  d'éléments 
communs  avec  les  autres.  Mais,  en  général,  il  peut  être  utile  d'in.- 
troduire,  avec  M.  Bohlmann  ('),  la  définition  suivante  des  événe- 
ments qui  s'excluent  mutuellement  :  ce  sont  des  éléments  tels  que 
la  probabilité  de  leur  apparition  simultanée  est  égaie  à  zéro. 

3.  —  Supposons  au  contraire  que  l'événement  E  ne  puisse 
avoir  lieu,  sans  que  tous  les  événements  E^,  E^i,  ...  Er  aient  liea 
également  dans  l'ordre  de  succession  défini  par  les  indices,  et 

désignons  par  p'i  =  ^  la  probabihté  pour  que  £»  ait  Heu  après  que 

les  i  —  I  événements  précédents  se  seront  également  produits  :  le 
nombre  m'  des  cas  favorables  et  le  nombre  n!  des  cas  possibles 

(1)  Lebensveniehenmgsmaihematik  dans  VEneykl,  der  math»  WîéÊenehaften, 
U)6,  page  859. 
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seront  définis,  pour  E,  par  les  égalités  : 


m'  =  ïiij  m'g  ...  m' 


n' 


«1  8 


Un  quelconque  des  premiers  cas  possibles  peut  en  effet  avoir 
lieu  en  même  temps  qu'un  quelconque  des  cas  exprimés  par 
n'g,  ...  n'r  :  le  nombre  total  des  cas  possibles  pour  E  sera  donc 
exprimé  précisément  par  les  Ui  n\  ...  n'r  groupements  possibles  : 
les  cas  favorables  sont  d  autre  part  tous  ceux  formés  de  l'un  des 
wii  premiers  cas  favorables  associé  avec  l'un  quelconque  des 
m^' ...  m'r  cas  favorables  de  chacune  des  autres  classes. 

De  l'égalité  : 


0) 


m'  m,  m'j     mV          ,  , 


il  résulte  que  la  probabilité  p'  de  Fapparition  de  révénement  E  est 
égale  au  produit  des  probabilités  de  l'apparition  de  chacun  des 
événements  E,,  ...  Er  après  Fapparition  de  tous  les  événements 
qui  le  précèdent  dans  la  suite. 

Désignons  de  même  par  m„  m,,  ...  mr,  Wt,  n„  ...  iir  les  cas 
favorables  et  les  cas  possibles  pour  les  événements  E,,  E,,  ...  E,. 
supposés  tels  que  l'apparition  de  chacun  d'eux  soit  indépendante 
de  l'apparition  des  autres  :  on  aura,  comme  précédemment  : 

(3)  n  =  îîî  =  ^^...Er 

^  '  ^      n      Ht  n»  IV 

pour  la  probabilité  de  l'apparition  simultanée  de  Ei,  E„  ...  Er. 

L'indépendance  réciproque  de  Ej,  E„  ...  Er  est  donc  établie  si 
Ton  a,  quel  que  soit  leur  ordre,  les  égalités  : 

Pi  =  p'i  (i  =     a,  3,  r). 

On  a  la  proposition  suivante  :  l'apparition  simultanée  de  plu- 
sieurs événements  indépendants  est  égale  au  produit  des  proba- 
bilités de  ces  événements  {théorème  des  probabilités  composées). 
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Si 


mi    nir  

«I        »,        **■  1r 


on  a  : 

La  probabilité  pour  qu^un  événement  ait  lieu  r  fois  sur  r  est 

égale  à  la  r*  puissance  de  la  probabilité  de  l'événement  lui- 
même. 

4«  —  Ck>mme  exemple  de  probabilités  composées,  nous  pouvons 
donner  le  suivant  :  une  urne  contient  90  boules  portant  les 
numéros  i,  2,  ...  90,  on  tire  trois  fois  de  suite  une  boule  unique 
et  on  demande  la  probabilité  pour  que  les  trois  boules  tirées 
portent  un  numéro  impair,  en  supposant  que  la  boule  soit  remise 
dans  l'urne  après  chaque  tirage.  Cette  probabilité  est  évidemment 
définie  par 


[90) 


Nous  pouvons  supposer  au  contraire  que  les  boules  sont  extraites 
simultanément  de  l'urne  ou  qu'elles  ne  sont  pas  remises  dans 
l'urne  après  chacun  des  deux  premiers  tirages. 

La  probabilité  pour  que  la  première  soit  impaire  est  donnée. 


comme  précédemment,  par  — .  Mais  la  probabilité  pour  que,  la 
première  ayant  été  impaire,  la  seconde  le  soit  aussi,  est  au  con- 
traire ~ ,  et  celle  pour  que  la  troisième  le  soit,  les  deux  autres 

l'ayant  été,  est  ~ .  D'où  la  prdimbiiité  demandée  : 

00 

4S  .  44  .  43  _  43 
SôTSq  .  88  ""356* 


5.  —  Les  problèmes  de  probabilité  peuvent  se  diviser  en  trois 
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classes,  selon  que  le  nombre  des  cas  possibles  est  fini  et  inférieur 
à  certaines  limites,  fini  et  très  grand  ou  infini. 

A  la  première  classe  appartiennent  les  problèmes  relatifs  aux 
jeux  du  hasard  :  leur  résolution  se  ramène  à  celle  de  problèmes 
d'analyse  combinatoîre,  et  Féquivalence  supposée  des  cas  possibles 
se  réduit  à  cette  hypothèse  que,  en  dehors  des  différences  déter- 
minant la  classification  des  cas  en  cas  favorables  et  en  cas  con- 
traires à  l'événement,  il  n  y  a  pas  d'autres  différences  qui  puissent 
être  perçues  par  nos  sens  ou  qui  puissent  influer  de  quelque 
manière  sur  les  conditions  du  jeu. 

A  la  deuxième  classe  appartiennent  les  problèmes  relatifs  aux 
applications  statistiques  du  calcul  des  probabilités.  Les  probabilités, 
que  Ton  cherche,  ne  sont  susceptibles  que  d'expressions  appro- 
chées et  l'équivalence  des  cas  possibles  résulte  de  conventions 
déterminées,  antérieures  à  lapplication  des  règles  du  calcul. 

La  troisième  classe  contient  des  problèmes  pouvant  se  réduire 
au  suivant  :  on  demande  la  probabilité  pour  qu'un  élément,  choisi 
au  hasard  dans  un  ensemble  continu  donné  d'éléments  géomé-^ 
triques,  vérifie  des  conditions  déterminées  ou  possède  des  propriétés 
déterminées,  qui  soient  insuffisantes  à  le  définir  complètement. 

D'où  le  nom  de  probabilités  géométriques  attribué  aux  probabi- 
lités de  cette  classe,  et  celui  de  th^rie  des  probabilités  géométriques 
attribué  à  la  théorie  qui  les  concerne. 

La  question  fondamentale,  pour  ces  probabiUtés,  est  la  suivante  : 
conmient  doit-on  formuler  analytiquement  le  fait  que  toutes  les 
valeurs  d'une  variable  continue  comprises  dans  un  certain  inter- 
valle sont  également  possibles  ?  Ou  encore  :  quel  sens  a  l'assertion 
que  tous  les  points  d'un  segment  rectiligne  doivent  être  considérés 
comme  également  possibles  ? 

On  admet  qu'à  des  intervalles  égaux  du  domaine  de  la  variable 
ccMrrespond  un  même  contenu  à*  éléments  ou  de  points  analytiques  (*) , 

(*)  On  entend  par  élément  ou  point  analjticpie  d'un  domaine  d'ordre  n  tout 
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qu'à  des  arcs  d'égale  longueur  pris  sur  des  courbes  planes  ou 
gauches,  à  des  aires  égales  prises  sur  des  surfaces  planes  ou 
gauches  et  à  des  volumes  égaux  correspond  un  même  contttiu  de 
points  géométriques. 

Si  un  ensemble  continu  de  points  géométriques  est  défini  par 
des  relations  entre  les  n  variables  x,,  x,,  Xn.  l'ensemble  des 
cas  possibles  sera  défini  par  l'intégrale  multiple  d'ordre  n  : 

j  j  ...  dx^  dxg  ...  dx, 

étendue  à  tous  les  groupements  des  variables  x^,  x^,  ...  qui 
sont  possibles,  et  l'ensemble  des  cas  favorables  par  une  int^rale 
analogue  étendue  à  ceux  des  groupements  qui  remplissent  les 
conditions  imposées  à  l'élément  dont  on  cherche  la  probabilité 
pour  qu'U  soit  choisi  au  hasard  dans  l'ensemble  :  la  probabilité 
demandée  s'exprime  par  le  rapport  de  la  deuxième  intégrale  à  la 
première  (^). 

Définissons  plus  généralement  la  probabiKté  d'un  événement 
comme  le  rapport  de  l'étendue  de  l'ensemble  des  cas  ou  élémente 

^ystème  de  valeurs  des  n  variables  x,,  x,,  ...  x.  contenues  dans  ce  domaine. 
On  sait  comment  les  n  nombres  xu  x„  ...  xn  déterminent  un  point  géomé- 
trique dans  1  espace  à  n  dimensions.  r  e  ^ 
(0  Ou  encore  :  si  o{x)dx  exprime  la  probabUilé  pour  quo  x  soit  oomorit 
évidemment  ^  "^"^  (P'^^^^*^  correspondant  à  un  hasard  élémenlain,).  on  « 

o{x)dx 

Xq 

pour  la  probabilité  que  x  soit  compris  entre  xq  et  a^j. 
Dans  le  cas  de  n  variables,  l'intégrale  multi|de  d'ordre  n  : 

//  •••  ...  Xn)  dXi,  dX2,   ...  dXn, 

étendue  aux  valeurs  des  variables  limitant  le  domaine  dans  lequel  on  veut 
choisir  le  point  (x,,  x,,  ...  Xn),  exprime  la  probabilité  demandée.  H  est  inutile 
U  riT''*^"''  "^""^      ^éfi^itio^  actueUe  ne  diffère  qu'en  tppiwnce  de 
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favoral^  à  T^ffloidiie  lotde  des  cas  supposés  Agilement  powiliies  : 

la  définition  primitiYe  af^aratt  comme  un  cas  particulier,  cdui  où 
l'ensemble  des  cas  possibles  est  un  ensemble  discret  :  au  dénom- 
brement des  cas,  on  substitue,  dans  le  cas  des  probabilités  géomé- 
triques, la  mesure  des  élèoti^ts  géométiicpies  qui  leur  servent  de 
support 

A  cette  troisième  classe  appartiennent  les  problèmes  de  la  théorie 
des  erreurs.  Les  problèmes  de  probabilités  géométriques  ne  sont 
complètement  définis  que  si  Ton  a  fixé  par  une  convention  le  sys- 
tkne  de  variables  que  Ton  prend  pour  définir  l'élément  géomé- 
trique, dont  dépend  la  probalûlité  cherchée  (2). 

g,  —  Si  p  =  ^  désigne  la  probabilité  de  l'apparition  de  E,  on 
a  évidemment 


pour  la  probabilité  de  la  non-apparition  de  E  ou,  au&ement  dit,. 

pour  la  probabilité  de  l'apparition  de  l'événement  contraire  de  E. 
Désignons  cet  événement  contraire  par  E'  et  la  probabilité  de  son 
apparition  par  9.  On  a  : 

Il  n'y  a  pas  en  effet  d'autre  cas  possible  que  l'apparition  ou  la  non* 

apparition  de  l'événement. 

Supposons  maintenant  qu  on  fasse  s  épreuves,  dans  des  condi- 
tions expérimentales  semblables  :  d'après  le  théorème  des  probabi- 
lités composées,  on  aura  la  probabilité 

(5)  paçi-a 

(1)  CzuBER,  die  WahricheMichkeiisreehnung  wtd  ihre  Amoendung,  Leipzig  iqoS 
I,  lY  et  Probabilités  et  Moyennes  géométriques.  Paris,  Honnaim,  igoS. 
(^)  PoiRCAïuÉ.  —  Calcul  des  probabilités,  pages  96  et  suivantes. 
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pour  que  révénement  E  ait  eu  lieu  a  fois  et  l'événement  K'  *  a 

fois,  dans  un  ordre  donné  à  FaTance. 

Soit,  par  exemple,  «  =  6  et  aœt  à  trouver  la  probabilité  pour 
que  E  arrive  4  fois  et  E'  2  fois,  dans  Tordre  défini  par  la  suite  : 

EEE'  EEE' 

cette  probabilité  est  évidemment  : 

ppqppq  =  p^qK 

Mais  on  peut  supposer,  au  contraire,  qu'on  demande  la  probabilité 
pour  que  E  arrive  4  fois  et  E'  2  fob,  dans  un  ordre  quelconque. 
Cette  probabilité  est  évidemment  la  somme  des  probabilités  pour 
que  E  arrive  4  fois  et  E'  2  fois,  dans  l'ordre  donné  précédemment 
ou  dans  chacun  des  autres  ordres  possibles.  Les  ordres  possibles 
sont  en  nombre  égal  à  celui  des  permutations  de  ô  dbjels,  dont  4 
égaux  entre  eux  et  les  3  autres  égaux  entre  eux  et  différents  des 
premiers.  D'où  l'expression  : 

de  la  probabilité  demandée. 

En  général,  si  s  et  a  sont  des  entiers  positifs  quelconques,  la 
probabilité  pour  que,  dans  s  épreuves,  les  événements  E  et  E' 
arrivent  respectivement  a  et  *  —  a  fois,  dans  un  ordre  quelconque, 
est  donnée  par  l'expression  : 

al  (/la)! 

qui,  d'après  un  théorème  connu  d'analyse  combinatoire,  est  égale 
à: 

(6) 

(où      exprime  le  nombre  des  combinaisons  de  n  éléments  r  à  r). 
Aa  =  *,  *  —  I,,..,  1,0  correspondent  les  termes  successifs  du 
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développement  de  : 

(7)  2  (i)^''       =  (p  +  g)'  =  I. 

Il  est  évident,  en  effet,  que  a  doit  avoir  une  et  une  seule  des  va- 
leurs entières  de  l'intervalle  (o,  5),  limites  comprises. 


II.  —  Valeur  la  plus  probable.  Valeur  probable. 

Erreur  moyenne. 

7.  —  Désignons  par  Ua  le  terme  : 
du  développement  de  {p  -i-  q)'.  On  aura  : 

— Xi  =  .  -,  na+i  oi— a— 1  — v__^ — !_         g— 5+a 

 s  — a  p 

a-i-  I  9 


et  si  Ton  remplace  a  par  a  —  i  : 

^''^  Ua— I  a  g 

(i)  On  peut  supposer,  plus  généralement  que  pj,  P2?  -  vP»  d&ignent  respecti- 
vement les  probabilités  d'apparition  des  événements  Ei,  Ë2...E.  et  ^1,  q2,.„q, 
les  probabilités  d'apparition  des  événements  contraires  E'u  Ë'8...£'«.  Les  termes 
du  développement  : 

(Pi  +  9i)  (Pa  +  92)  (/>.  4-     =  « 

expriment  alors  les  probabilités  correspondant  aux  arrangements  possibles  de  E 
et  de  E'  en  séries  de  s  épreuves,  chacun  des  événements  donnant  lieu  à  une 
épreuve  unique.  Les  termes  du  développement 

(Pi  +  9i)**  (P2  +  92)**  (p.  +  9.f'  =  t 

expriment  les  probaHUtés  correspondant  aux  arrangements  possiUes  de  £  et 
de  £'  en  séries  de  ai  +  «2...+  tu»  épreuves,  dont  ai  pour  Févénement  £1,  a, 
pour  £i,...a,  pour  £,. 
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On  demande  s'il  y  a  une  valeur  de  oc,  et  quelle  est  cette  valeur» 
qui  rende  maximum  la  probabilité  définie  par  le  terme  correspon- 
dant Ua  du  développement.  Nous  voulons  que  l'on  ait  : 

B«— 1  <1  0«  >  Oa-f  !• 

CSes  deux  inégalités  sont  équivalentes  aux  suivantes  : 

(10)  ^^i^P^i 
^   '  Ha       a-h  19 

(11)  _E«-  =  iZI_ldlie>i 
d'où 

(la)  p(j-_«)<g(«-|- I) 

fi3)  p(s  — .«4- i)  >5r« 

et 

(l4)  p«  — g<a<psH-p. 

On  a  :  />  +  9  =  i.  Donc  si ps  —  9  est  fractionnaire^  il  en  est  do 
même  de  ps  -hp  et  û  existe  une  valeur  entière  de  a  et  une  seok 
comprise  entre  ces  deux  nombres  :  cette  valeur  est  ps.  Si  au  con- 
traire ps  —  q  est  un  nombre  entier,  il  en  est  de  même  de  ps  -h  p 
et  il  n'y  a  aucun  nombre  entier  compris  entre  ces  deux-là  ;  deux 
termes  consécutifs  du  développement  sont  égaux. 
La  quantité  : 

a  =  ps 

(ou,  dans  le  cas  de  pf  —  q  entier,  les  deux  quantités  a  =  ps  —  q 
et  a  =  +  />)  exprime  le  nombre  d'apparitions  de  £  dans 
une  série  de  s  expériences  auquel  correspond  la  probabilité 

maxima  : 

Cette  quantité  ps  s'appelle  la  valeur  la  plus  probable  de  a,.  De 
a=ps,  on  déduit  : 

s  —  a  =  s  —  ps  =isq 


et  de  : 
on  déduit  : 

(-5)  T?<^-i.<±£ 

de  sorte  que  la  diflférence  "  /)  est  comprise  entre  :t^0»4-g)=±j  : 

on  peut  la  rendre  aussi  petite  qu'on  le  veut  en  augmentant  suffi- 
samment ]e  nombre  des  épreuves  :  elle  tend  vers  o  lorsque  s  croît 
indéfiniment. 

Si  Ton  choisit  a  de  façon  que  la  probabilité  correspondante  soit 
la  plus  grande  possible,  le  rapport  ~^  est  d'autant  plus  voisin 
de  ^  que  s  est  plus  grand. 

8.  —  La  notion  de  valeur  probable  est  difiEérente.  Si  à  chacune 
das  Takurs  entières  de  rintervalle  de  la  variable  a  correspond 
vam  pn^MÎbîMlé  f(a^  et  si  : 

» 

o 

on  appelle  valeur  probable  de  a  h.  quantité  : 

s 

On  peut  aussi  appeler  a®  Yespéranœ  mathématique  de  a  pour  un 
indmdu  déterminé.  On  imagine  alors  que  l'apparition  d'un  évé- 
nement de  probabilité  ^(a)  soit  la  cause,  pour  cet  individu,  d'un 
gain  ±:  a,  considéré  comme  négatif  dans  le  cas  où  l'apparition  de 
l'événement  serait  pour  le  joueur  la  cause  d'une  perte. 

Un  jeu  est  équitable,  par  définition,  si  l'espérance  mathéma- 
ti«|ue  de  chacun  des  joueurs  qui  y  participe  est  égale  à  zéro. 

9.  — -  D'une  façon  analogue,  si,  à  chacune  des  valeurs  entières 


de  la  variable  a  correspond,  dans  l'intervalle  (o,  s)  la  probabilité 

©(a)  et  si  (X?  est  la  valeur  probable  de  a,  l'équation 

(17)  = 2  'î^*)  ^* 

définit  l'erreur  moyenne  m  de  ce. 

10.  —  Supposons,  comme  précédemment,  que  a  représente  le 

nombre  de  fois  que  l'événement  E,  de  probabilité  constante  p,  arri- 
vera dans  une  série  de  s  épreuves  :  nous  nous  proposons  de  déter- 
miner les  valeurs  probables  de  a,  a*  et  des  différences  a  —  a*, 
(a  —  a*)*. 

En  d'autres  termes,  nous  nous  proposons  d'effectuer  les  som- 
mations : 

dans  le  cas  spécial  oi!i  l'on  a  : 
On  a  : 

o 

Les  quantités  petq  n'étant  pas  indépendantes,  on  ne  peut  diffé- 
rentier  par  rapport  à  l'une  d'elles  sans  tenir  compte  de  sa  relation 
avec  l'autre  :  c'est  pourquoi  nous  nous  servirons  de  la  relation 

plus  générale  : 

s 

('9)  2.(9  (f^" =  (4»  -1-  lY 

O 

d'oii  l'on  déduit,  en  différentiant  par  rapport  à  la  variable  auxi- 
haire  t  : 

s 
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et 

t 

(ai)  «•  =  2«         ^  î^*  =P« 

o 

pour  ^  =  1.  Mais  si  l'on  multiplie  par  tp  les  deux  membres  de 
réquation  (ao)  et  si  Ton  dijOTérencie  de  nouveau  par  rapport  à  i,  on 
a  aussi  : 

-  s 

21a  "'-p'  (i)        = (<p  9y~' 

o 

-h  «(«  —         «p  +  g)*-* 

d'où: 

o 

pour  /=  I. 

On  a  ensuite,  d'une  façon  évidente  : 

s 

(a3)    (a  -  «•)•  =  2  (*  —  «°)"?(«)  =  2a     W  -     Z  ^ 

o 

et  puisque 
on  a  : 

f  s 

Je 

(        -H(«T-iï(«-)*  =  »P(i-p)  =  W 

L'équation  (21)  montre  donc  que,  dans  le  cas  où  y  (a)  est 
défini  par  l'équation  (18),  la  valeur  probable  et  la  valeur  la  plus 
probable  coïncident.  Nous  aurons  l'occasion  de  revenir  sur  l'ex- 
pression remarquable  de  la  valeur  moyenne  fournie  par  l'éga- 
lité (24). 
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m.  —  Théorème  de  Tchebycheff-Pizzetti 

il.  —  Soit  a  >  m.  De  l'égalité  : 

m*  =  S(«  —  a«)2<p(a). 

On  tire,  en  posant  : 

Oi  —     =  Ai 

et  en  divisant  par  : 

(^5)  ?(aj  ^  H-  (?(a,)  ^  ....      o(a,)      =  ^• 

Désignons  par  A',  h",  ...  les  écarts  par  rapport  à  la  valeur 
moyenne  supérieurs  à  a  en  valeur  absolue  et  négligeons  les  autres  ; 
soient  <p{<x)'f  <p((x)\  (piot)'" ...  les  valeurs  de  la  fonction  ^(a)  corres- 
pondant aux  écarts  conservés.  On  aura  : 

w       ?(«)'  S + ?(«)"  5' + -  <  s 

et,  a  fortiori,  puisque  —  ^  1  : 

(27)  o(a)'  +  o(a)'  +  ...<^'. 

Si  P  désigne  la  probabilité  pour  que  la  valeur  numérique  de 
l'erreur  moyenne  d'une  observation  soit  inférieure  ou  égale  à  a,  le 
premier  membre  est  évidemment  égal  à  i  —  P.  On  a  par  suite  : 

(28)  P>'-S 

ou  encore  : 

(29)  ^>^-h 

si  l'on  pose  : 

a  =  X/n. 

La  probabilité  P  pour  que  la  différence  \a  —  a°|  ne  surpasse  pas 
le  multiple  Xm  de  l'erreur  moyenne  est  supérieure  à  i  — 
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12.      Mais  on  démontre  que  si  m,,  m,  ...  et  <»  =  2a®(a), 
F  —  ^p^(^)  désignent  les  erreurs  moyennes  et  les  valeurs  pro- 
bables de  a,     ...  et  si  m  désigne  Terreur  moyenne  de  a-f-jS-i- 
ona:  ^ 

m*  =  m\  -+-  m2j-H  ... 

On  a  en  effet  : 
et  : 

(3o)     m»  =  2.2^  •••K«-«»)+...(P-r)+...j'?(.>KP)... 

En  développant  l(a  _  a»)  +  _  +  ^  déoompoge 
Jn-  en  une  sonune  de  quantités  de  la  fcwine  : 

(  -  2,23  ■■■  ~  '^'^^^^  - 

et  de  la  forme  : 

Aux  sommes  (3i),  on  peut  évidemment  substituer  les  suivantes  : 

-  2p    2.  -   ?w = Dp  ^'(P)  -  = 

-  2.   Hp  ^p  -  ^'y-  ^(w = D.   ...  = 


m*. 


En  décomposant  les  sommations  multiples  (Sa)  en  produits  de 
sommations  simples,  effectuées  par  rapport  aux  variables  a,  /3,  ... 
on  voit,  par  l'application  répétée  des  formules  (aS)  : 

que  les  sommes  (3i)  se  réduisent  à  zéro.  D'où  la  démonstration  de 
la  proposition  énoncée. 
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Cette  proposition  permet  d'étendre  immédiatement  le  théorème 
de  Tcbebycbeff-Pizzetti  au  cas  de  plusieurs  variables. 

Il  y  a  ane probabilité  V  supérieure  ài  —  ^  pour  que  la  différence 

|a    p  -I-     —  a*  —  /3*  — . .4  ««  dépoÊte  pm  k  mmU^  Im  de 

l'erreur  moyeuM     a  h-  |5  -h  ...  (*). 

(*)  La  démonstration  donnée  dans  le  texte  pour  le  cas  d'une  seule  variable 
«il  âne  à  P.  Piz2etti.  I  fondamenti  matematkiper  lacritica  dei  risultati  sperimen- 
tali  (dana  les  Ano.  délia  R.  Univ.  di  Genova  1892,  pages  i84,  i85).  Par  une 
méthode  analogue,  en  substance,  à  celle  suivie  dans  le  texte,  on  démontre  le 
théorème  suivant,  et  d'autres  qu'on  en  déduit  :  ils  ont  été  énoncés  par 
TchehychejJ  (Des  valeurs  moyennes,  Journ.  de  Math,  pures  et  appl.  Liou ville  XII, 
!f^67)  :  La  probabilité  P  pour  que  la  différence  |a  +  ^  +  ...  —  —  —l 
soit  inférieure  ou  égale  à 

d=  X  v/(a2)0  +         +  ...  -  (a0)2  -  (po)2  ... 

«si  supérieure  Â  X  — 

Si  n  est  le  nombre  des  variables  a,  ^  ...  et  si  Ton  pose  : 

A—  ^ 

en  déduit  immédiatement  le  théorème  suivant  : 

La  probabilité  P  pour  que  la  moyenne  arithmétique  *      ^^"^  '*  ^  valeurs 

observées  de  a,  ^  ...  soit  comprise  entre  les  limites  l 

gO  +  P<>  4-  ...  3.  I         +       4-  ...  _      +  m'  + ... 


«si  gapérieare  d  i  —  — . 


Si  a®,  p®,  ...  (a*)®»  (P*)®  ...  ne  dépassent  pas  une  limite  finie,  il  en  est  de 

de  fa^'  +  (»')'  +  -  et  de  («')'  +  (P')'  +  -  et  de  1.  r«îne  a«<. 

n  n 

leur  différence.  Par  suite  on  peut  choisir  t  de  manière  que  les  limites  fixées  par 

le  théorème  II  soient  aussi  petites  qu^onle  veut,  et  comme  la  difiéraoe  i  —  - 
tend  pour  n  infini  vers  la  limite  i,  on  voit  que  : 

Si  les  valean  probables  des  variables  a,  ^  ...  et  les  valeurs  probables  de  leurs 
carrés  sont  des  quantités  finies,  la  probabilité  pour  que  la  différence 

g  4-  P  +  ...     gO  4-     +  •.. 


n  n 


soit  inférieure  à  une  quantité  donnée  aussi  petite  quon  le  veut  tend  vers  l,  lorsque 
n  croit  indéfiniment.  Cf.  aussi  Czuber  lor.  cit.  pages  176-183. 

Pour  la  bibliographie  des  travaux  de  ïchebychefl' et  Liapounoff  se  rapportant 
au  théorème  indiqué  (voir  Encycl,  dés  Se.  Math.,  t.  I,  vol.  IV,  p.  4^). 
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IV.  -  Cas  parUculier  :  Théorèmes  de  BernouUi 

et  de  Poisson 

13.  --  Supposons  qu'il  s'agisse  de  la  loi  de  probabiKté  définie 
par  le  développement  du  binôme  (p-^g).  :  nous  supposons  que  p 
désigne  a  probabiHté  pour  que  l'événement  E  ait  lieu,  mie  g 
désigne  la  probabilité  pour  qu'il  n'ait  pas  lieu  et  que  l'on  fasse 
'  ^P^^ves  La  valeur  probable  du  carré  m«  de  l'erreur  moyemie 
est  alors  defime  par  la  formule  : 

m*  =  qtq 

[S  2,  n»  10,  form.  (24)],  d'où  : 


et  la  valeur  probable  du  nombie  de  fois  que  E  devra  avoir  lieu  est 
[S  2,  n'  10,  form.  (21)]. 

D'après  le  théorème  énoncé  au  paragraphe  précédent.  U  y  a  mie 
probabiHté  P  supérieure  à  i  ^  J  pour  que  le  nombre  de  fois  que 
E  a  eu  effectivement  lieu  soit  compris  entre  les  limites  • 

psipX^spq 

OU 

en  posant  : 

t 

Considérons  le  rapport  de  ps     i       k    c'est-à-dire  : 

/  croît  en  raison  directe  de  ^/S  :  il  en  résulte  qu'on  peut  toujours 
choisir  s  suffisamment  grand  pour  qu'il  y  ait  une  probabiHté 
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—  5î«~'  —  7 ^®  ^  rapport  diffère  de  p  d'une 
quantité  donnée  aussi  petite  qu'on  le  veut. 

C'est  là,  en  substance,  l'énoncé  du  théorème  de  Bernoulli  (»),  si 
l'on  remarque  qu'il  est  toujours  possible  de  déterminer  X  de  façon 
que  P  diffère  d'aussi  peu  qu'on  le  veut  de  l'unité. 


14.  —  On  peut  aussi  supposer  que  p„  q,  désignent  respective- 
ment les  probabilités  pour  que  l'événement  E  ait  lieu  ou  n'ait  pas 
lieu  à  la  première  épreuve,  />„  les  nombres  analogues  pour  la 
seconde  épreuve  ...  p„  y,  les  nombres  analogues  pour  la  épreuve. 

Si  nii,  m,  ...  désignent  les  erreurs  moyennes  correspondant  à 
chacune  des  épreuves.  Terreur  moyenne  m  pour  l'ensemble  des 
épreuves  est  égale  à 

V/      -h  m%      ...  m\ 
($  3,  n»  12)  ou  bien,  puisque  pour  chaque  épreuve  isolée  on  a 

^  =  V^Piîi     Pjît  -4-  ...  p^. 
On  trouve,  d'une  façon  tout  à  fait  semblable  à  celle  employée 
précédemment,  qu'on  peut  toujours  choisir  s  suffisamment  gcand 
pour  qu'il  y  ait  une  probabilité  P  >  i  —  que 

diffère  de 

Pi  +         -+•         H-  Pr 
S 

d'une  quantité  aussi  petite  qu'on  le  veut. 


(*)  ^éarème  de  Bernoulk  est  le  suivant  :  le  rapport  entre  le  nombre  de 
foi.  que  1  événement  E  de  probabiUté  constante  p  se  présente  et  le  nombre 
total  s  des  épreuves  a  pour  limite  p  lorsque  s  augmente  indéfiniment 
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Ce  lliéorcme  constitue,  en  somme,  l'extension  du  théorème  de 
BemouUi  au  cas  de  probabilités  variables,  extension  connue  sous 
le  nom  de  loi  des  grands  nombres,  ou  loi  de  Poisson. 

15.—  Si  Ton  pose  X  =  3,  on  a  P  >  i  —  ^  =  o,888,..  Nous 

aurons  l'occasion  de  montrer  comment  l'hypothèse  sur  laquelle 
est  basé  le  théorème  de  BemouUi  permet  de  définir  P  d'une  façon 
^icoi«  plus  approchée,  m  lui  assignant  nne  yaleur  très  voisine  de 
0,9973  et  par  suite  très  voisine  de  Funité. 

Des  écarts  de  la  valeur  probable  supérieurs  au  triple  (et  a  fortiori 
aux  multiples  suivants)  de  l'erreur  moyenne  présentent  donc  des 
piobalMlités  très  petites  et  par  suite  négligeables  :  il  y  a  une  pro- 
babilité voisine  de  la  certitude  absolue  (à  cette  dernière  corres- 
pond, nous  l'avons  vu,  la  probabilité  un)  pour  que  de  semblables 
écarts  ne  se  présentent  pas  du  tout  :  en  d'autres  termes,  il  y  a  là 
un  certain  degré  de  certitude  que  nous  appellerons  certitude  morale 
et  qui  est  précisément  celui  sur  lequel  nos  jugements  sont  basés 
d'habitude. 

De  toutes  façons,  nous  savons  maintenant  qu'il  nous  est  possible 
d'appliquer  la  théorie  des  probabilités  à  des  problèmes  bien  difle- 
rents  de  ceux  que  nous  avons  considérés  jusqu'ici.  La  con- 
naissance des  causes  qui  déterminent  l'apparition  d'un  événement, 
ce  dernier  étant  tel  qu'on  puisse  préciser  les  cas  possibles,  nous 
avait  permis  de  déterminer  ce  que  nous  avions  appelé  «  probabilité 
à  priori  »  de  l'événement.  Supposons  maintenant  qu'on  ne  con- 
naisse rien  au  sujet  de  ces  causes,  mais  qu'on  sache  au  contraire 
que,  sur  un  nombre  très  grand  s  d'épreuves,  l'événement  considéré 
a  eu  lieu  a  fois  dans  des  conditions  qui,  si  elles  étaient  connues, 
permettraient  la  détermination  de  la  probabilité  a  priori.  Par 
exemple,  supposons  qu'on  sache  qu'on  a  extrait  d'une  urne,  dont 
on  ignore  tout  à  fait  le  contenu,  s  boules,  parmi  lesquelles  a  boules 
rouges. 
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Noos  appellerons  -  <(  prdimbilité  à  posteriori  »  de  rérénement 

considéré  :  dans  l'exemple  précédât  c'est  la  probabilité  a  postanorî 
du  tirage  d'une  boule  rouge. 

Le  théorème  énoncé  plus  haut  nous  apprend  que  le  rapport  ainsi 
désigné  sous  le  nom  de  probabilité  a  posteriori  diffère  de  la  pro- 
babilité a  priori  d'une  quantité  d'autant  plus  petite  que  s  est  plus 
grand.  Pour  s  infini  (et,  dans  les  applications,  pour  les  valeurs  de  s 
qu'on  peut  pratiquement  considérer  comme  infinies),  la  probabilité 
a  priori  et  la  probabilité  a  posteriori  coïncident.  Pour  les  valeurs 
finies  et  suffisamment  grandes  de  s,  on  peut,  connaissant  la  pro- 
babilité a  posteriori,  déterminer  la  probabiUté  a  priori,  à  moins 
d'une  certaine  quantité  près,  relativement  assez  £ûble.  Ce  sont  les 
problèmes  où  l'on  effectue  de  pareilles  déterminations  qui  sont  les 
plus  importants  pour  les  applications  scientifiques. 


V.  — >  ]joi  de  fréquence  des  erreurs  de  (Hinss. 
Méthode  des  moindres  carrés 

Parmi  les  problèmes  auxquels  nous  venons  de  faire  allusion,  le 
suivant  est  fondamental  : 

On  a  fait  n  mesures  d'une  grandeur  donnée  et  on  a  obtenu  les 
valeurs  Les  mesures  ont  été  efiectuées  avec  une  pré- 

cision constante  et  telle  qu'on  puisse  exclure  les  causes  d'erreur 
agissant  dans  le  même  sens  pour  toutes  les  mesures. 

En  d'autres  termes  :  les  divergences  présentées  par  les  valeurs  x 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  erreurs  qui  affectent  chacune  des 
observations,  sont  le  résultat  d'un  ensemble  de  causes  dont  le 
mode  d'action  est  inconnu  et  ne  peut  être  déterminé.  Nous 
appellerons  ces  erreurs  des  erreurs  accidentelles,  par  opposition 
avec  les  erreurs  systématiques,  qui  dépendent  de  causes  agissant 
d'une  façon  réguUère  :  nous  supposons  qu'on  a  supprimé  ces 


32 


MATHEMATIQUE  DES  AGTVAllUBS 


dernières  erreurs  ou  qu'on  les  a  éliminées,  en  faisant  subir  aux 

données  les  corrections  convenables. 

On  peut  supposer  qu'il  existe  une  probabilité  (Q(s)dc  pour  qu'une 
erreur  soit  comprise  entre  s  et  £  +  (/s  :  la  fonction  <p{e)  déûnit  alors 
ce  qu'on  appelle  la  loi  de  fréquence  des  erreurs. 

Cette  hypothèse  est  fondée  sur  cette  idée  que,  vraisemblable- 
ment, la  fréquence  d'une  erreur  dépend  de  la  grandeur  de  cette 
erreur  :  il  est  assez  peu  probable  par  exemple  —  et  l'on  pourrait 
même  dire  qu'il  est  pratiquement  impossible,  ou  presque  im- 
possible —  que  des  erreurs  très  grandes  soient  commises,  si  les 
observations  sont  faites  avec  assez  de  soin.  Mais  c'est  là  néanmoins 
une  hypothèse  arbitraire  :  car  la  constatation  d'un  pareil  rapport 
entre  la  fréquence  d'une  erreur  et  son  amplitude  ne  légitime  pas, 
a  priori,  l'bypothèse  de  l'existence  d'une  fonction  déterminée  de 
l'erreur,  pouvant  représenter  la  probabilité  de  cette  erreur. 

On  demande  quelle  forme  on  doit  attribuer  à  la  fonction 
Cette  question  est  évidemment  subordonnée  à  celle-ci  :  quel  est  le 
but  que  le  calculateur  se  propose  d'atteindre  P  Pour  Gauss,  ce  but 
est  le  suivant  :  la  moyenne  des  valeurs  observées  doit  coïncider 
avec  la  valeur  la  plus  probable  (*). 

Soit 


____       ~t~  »««  ~T~  3^n. 

n 

On  en  déduit  : 

{x^  —  Xo)  -h  (a?j  —  Xo)      ...  -h  {Xn  —  aCo)  =  o 
ou,  en  désignant  par  les  lettres  X  les  écarts  entre  les  valeurs  x  et 
leur  moyenne  (erreurs  apparentes)  : 

Xj  -h  Xj  4-  ...  H-  X„  =  o. 

(*)  Cette  hypothèse  repose  sur  le  théorème  dit  théorème  de  la  moyenne  d*après 
lequel  «  la  valeur  la  plus  probable  de  la  grandeur  inconnue  est  égale  à  la 
moyenne  arithmétique  des  valeurs  observées  directement  »  :  la  légitimité  de  ce 
théorème,  pour  le  cas  d'un  nombre  infiniment  grand  d'observations,  peut  être 
recherchée  dans  les  théorèmes  de  Tchebjcheff,  rappelés  plus  haut  (et  surtout 
dans  les  théorèmes  II  et  III}. 
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La  probabilité  pour  que  les  erreurs  commises  dans  les  n  obser- 
vations, supposées  indépendantes,  soient  égales  respectivement  à 
X  —  Xi^  X  —  x^,  ...  la  vraie  valeur  étant  égale  à  x,  est,  d'après 
le  tbéorème  des  probabilités  composées  : 

(33)  ^{x  —  X^)  9(X  —  X,)  ...  ^(x  —  Xn) 

On  veut  déterminer  la  fonction  f  de  telle  sorte  que  ce  produit 
soit  maximum  lorsqu'on  y  remplace  la  valeur  inconnue  x  par  Xo. 

La  dérivée  de  (33)  doit  être  égale  à  zéro.  La  dérivée  logarithmique 
de  (33)  est  égale  à  : 

Si  l'on  pose,  comme  précédemment,  Xi  —  a^o  =  Xt  et  : 

(35)  î^j  = 
l'expression  précédente  peut  s'écrire  : 

^{K)    W  -H  «X»). 

On  doit  donc  avoir  : 

Xj  -+-     -f-  •..  -+-  Xji  =  o 

(36)  ^(k,)  -H  ^Çk,)  -h  ...  -h  ^(K)  =  o 

En  diiTérentiant  ces  deux  équations,  nous  obtenons  : 

n^i)d\  -h  n\)d>^-2  -H  . . .      V(K)dK  =  o 
-+•      -t-  ...  -h  dXn  =  O 

Multiplions  les  deux  membres  de  la  deuxième  par  le  multiplica- 
teur indéterminé      et  retranchons  membre  à  membre.  Nous 

obtenons  : 

(4.'(X,)  -  afc)iX,  4-  (f  (X,)  —  ak)dk,  -f. ...  -h  (4,'(X,)  —  a/c)<fX„  =  o. 

Les  X  étant  supposés  indépendants,  cette  équation  ne  peut  avoir 
lieu  que  ai  ses  divers  termes  sont  nuls  identiquement.  On  a  par 
suite  : 

Baoggi  s 
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d'où  en  intégrant 

et  en  portant  oeUe  valeur  dans  (35) 

En  intégrant  de  nouveau  et  en  passant  des  logarithmes  aux 

nombres,  on  trouve  : 

(37)  cp(X)  =  Cefc^* 

lo-  G  étant  la  constante  d'intégration.  Si  l'on  considère  la  proba- 
biUlc  d  une  erreur  comme  une  fonction  décroissante  de  la  grandeur 
de  cette  erreur,  on  peut  remplacer  dans  (3;)  k  par- On  a  par 
suite 

(38)  ,(X)  =  C«-*'^* 

On  détermine  G  en  remarquant  que,  les  emmre  étant  certaine- 
ment comprises  dans  l  intervaUe  _  co  ,  h-  =o  ,  on  dmt  avoir  : 

c-/i2X2  ciX  =  I. 

-00 

On  déduit  très  aisément  de  là,  en  posant  U  =  /  : 

*/  00 


d'où  : 


car  on  a  : 


X 


,4-00 

00 


La  loi  de  fréquence  des  erreurs  que  nous  cherchions  est  donc  la 
suivante  : 

le  paramètre  h  n'étant  pas  encore  déterminé. 
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17.  —  La  fonction  f{X)  n'est  acceptable  que  dans  la  mesure  <yji 
est  acc^taUe  le  postulat  de  la  moyenne  aritiimétique  d'oà  on  la 

déduite.  Réciproquement,  la  forme  (89)  de  la  fonction  ç(X)  conduit 
toujours  à  identifier  la  moyenne  arithmétique  des  données  fournies 
par  l'observation  avec  la  valeur  inconnue  de  la  grandeur  observée. 

Supposons,  en  effet,  que  l'on  ait  l'équation  (36)  et  désignons 
par  : 

Bj  =  X  —  x^ 

I 

les  erreurs  commises  dans  la  détermination  de  la  grandeur  X  :  la 
probabilité  a  priori  pour  que  n  observations  soient  affectées  respec- 
tivement des  erreurs  s^,  s^,  ...  £„  est  proportionnelle  à  : 

Elle  devient  maximum  lorsque  : 

~f~  ••• 

est  minimum.  On  en  dbiduit  aisément  : 

(40)  ^  =  »t  +  ^.  +  -  H-  x,^ 

Cette  équation  (4o)  exprime,  sous  sa  forme  la  plus  simfde,  le 
principe  fondamental  de  la  méthode  des  moindzet  cariés,  d'après 
lequel  la  valeur  la  plus  avantageuse  de  la  grandeur  inconnue  est 
celle  qui  rend  minima  la  somme  des  carrés  des  erreurs  appa- 
rentes. 

On  objecte  au  postulat  de  Gauss  que  la  moyenne  devrait  coïn- 
cider non  pas  avec  la  valeur  la  plus  probable,  mais  bien  avec  la 
valeur  probable.  Ce  n'est  en  effet  que  dans  le  calcul  de  cette  der- 
nière qu'on  tient  compte  de  toutes  les  valeurs  prises  réellement  par 
la  variable  considérée  :  la  valeur  la  plus  probable,  au  contraire, 
est  définie  seulemoat  par  la  condition  : 

o  =  maximum 

et  elle  peut  différer  sensiblement  de  toutes  les  autres  valeurs.  Cette 
observation  est  certainement  bien  fondée  :  elle  n'a  toutefois  qu'une 
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portée  assez  restraîiite,  ainsi  que  le  montre  l'étude  de  fonctions 
plus  générales  que  celle  de  Gauss»  basées  sur  Tidentificatiion  de  la 

moyenne  avec  la  valeur  probable  (*). 

On  remarque  aussi  que  la  loi  des  erreurs  est  une  loi  continue, 
tandis  que  l'erreur  ne  peut  varier  que  par  valeurs  discrètes  et  que 
cette  loi  donne  comme  possibles  toutes  les  erreurs  comprises  entre 
—  00  et  +  00 ,  tandis  qu'en  fait  l'erreur  ne  peut  pas  surpayer 
certaines  limites. 

Mais  les  unités  d'un  ordre  inférieur  à  celui  dont  l'observateur 
tient  compte  sont  d'habitude  si  petites  qu'on  peut  les  négliger  sans 
inconvénient  et  la  fonction  ^(s)  décroît  avec  une  telle  rapidité,  dès 
que  s  a  dépassé  des  valeurs  assez  petites,  que  l'on  peut  considérer 
aussi  comme  négligeables  les  probabilités  correspondant  à  ces 
valeurs  de  s. 

Quoi  qu'il  en  soit,  la  loi  de  Gauss  est  confirmée  d'ordinaire  par 
l'expérience  :  la  répartition  d'un  grand  nombre  d'observations 

dont  on  connaît  les  erreurs,  suivant  la  grandeur  de  ces  erreurs,  est 
sensiblement  voisine  de  celle  qui  résulterait  de  la  loi  de  Gauss. 

On  peut  démontrer  aussi  que  si  l'erreur  est  le  résultat  d'un 
nombre  infiniment  grand  de  causes,  la  loi  de  fréquence  des  erreurs 
est  précisément  celle  qui  est  définie  par  la  fonction  o(b)  de  Gauss  (^). 
Cette  dernière  fonction  peut  précisément  se  déduire  d'une  hypo- 
thèse toute  semblable  à  la  précédente,  celle  que  l'erreur  totale 
résulte  d'erreurs  élémentaires 

9      9  W 

susceptibles  de  preaidre  respectivement 

n\  n",  n"  ... 

valeurs  :  n'  n"  n'"  . . .  exprime  alors  le  nombre  des  valeurs  possible» 
de  l'erreur  totale  :  6  =  £'  -4-  g"  -+-  s'^  -h  ... 

(i)  VomcàMÈ,  ~  Calml  des  Proh.,  pages  i53-i65  ;  Birtbaiii».  —  Caleoi  deê 
Prob.  Chap.  vn. 
0  Cf.  Pusmi.  —  Loc,  cit,  pages  i33-i33. 
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C'est  de  cette  propriété  que  provient  l'importance  remarquable 
de  la  loi  en  question  pour  les  applications  du  calcul  des  prc^bi- 
lités  aux  questions  de  statistique. 

Un  phénomène  de  statistique  apparaît  en  effet  comme  la  résul- 
tante d'un  nombre  très  grand  de  phénomènes  concernant  les  divers 
individus  qui  forment  la  collectivité  étudiée  :  toutes  les  fois  qu'il  y 
a  indépendance  entre  ces  phénomènes  individuels,  on  peut  admettre 
qu'ils  se  combinent  précisément  comme  des  erreurs  élémentaires 
ayant  pour  résultante  Terreur  totale  et  qu'ils  donnent  lieu  à  une  loi 
de  variation  identique  à  la  loi  de  Gauss  ou  très  voisine  de  cette  loi. 

18. --De l'égaUté: 

cf(e)=— =c 

où  l'on  pose  î  =  x —  a,  a  désignant  la  vraie  valeur,  nous  tirons 

comme  expression  de  la  probabilité  pour  que  l'observation  four- 
nisse une  valeur  de  l'intervalle  (a  —  <?,  a  -+-  (?)  ou,  en  d'autres 
termes,  pour  que  l'erreur  commise  appartienne  à  l'intervalle 
( — -t-  tf).  Si  l'on  suppose  ^Qi^),  c'est-à-dire  P,  constant,  les 
quantités  heXù  varient  en  raison  inverse  Tune  de  l'autre  ;  or,  plus 
l'intervalle  2c!^  est  petit,  plus  la  précbîon  des  observations  est 
grande  :  h  peut  donc  être  pris  comme  mesure  de  la  précisiom  des 
observations. 

Nous  nous  proposons  de  déterminer  la  valeur  probable  de  Ter- 
reur moyenne  et  du  carré  de  cette  erreur,  en  supposant  la  loi  de 
Gauss  valable.  Par  suite  de  la  continuité  de  la  fonction  y  et  des 
définitions  données  précédemment,  ces  quantités  s'exprimeront  de 
la  façon  suivante  : 

/+00 
Eo  {t)dz 
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6t 

.S 


■00 

En  remplaçant  y  par  sa  valeur,  nous  obtenons  : 

=iiîs[X""""'"-r''"'"'*]-° 


où  1  on  pose  z  «  —  t. 

»+«  ,  /»+» 

Le  premier  de  ces  résultats  pouvait  se  prévoir  aisément  :  en  efifet, 

la  forme  de  9  (s)  montre  non  seulement  que  la  probabilité  d'une 
erreur,  maximum  pour  l'erreur  zéro,  décroît  lorsque  la  grandeur 
de  Terreur  croît,  mais  encore  que  des  erreurs  égales  et  de  signes 
contraires  présentent  des  probabilités  égales.  On  a,  en  effet  : 

?(e)  =  ?(—  0- 

La  moyenne  arithmétique  des  erreurs  et  cette  moyenne  particu- 
lière que  nous  avons  appelée  valeur  probable  de  l'erreur  ne  peu- 
vent être  égales  qu'à  zéro  ('). 

(1)  Au  contraire,  la  valeur  probable  du  module  \z\  de  e  n'est  pas  égale  ù  zéro. 
Si  on  désigne  cette  valeur  probable  par  ô,  on  a  : 

Cette  qutntité  8  («neur  médiane  s=  durchsclinittlicher  FeUer)  a  été  intro- 
duite par  Lapkce  comme  nesiire  de  la  chance  d'oreur  rdative  à  une  aérie 
d'observations  :  Gauss  lui  préfère  Terreur  moyenne  «  l'erreur  médiane  ren- 
dant plus  difficiles  les  développements  analytiques  et  conduisant  à  des  résultats 
moins  simples  «pie  l'erreur  moyenne  ».  En  réalité,  l'erreur  médiane  qui  peut 
remplir  le  même  but  que  l'erreur  moyenne,  a  sur  cette  dernière  l'avanlagc  de 
pouvoir  être  déterminée  beaucoup  plus  facilement.  Nous  nous  bornerons  à 
énoncer,  sans  démonstration,  les  résultats  suivants  :  l'erreur  moyenne  m  (ou 
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Le  second  résultat  établit  une  relation  très  simple  entre  l'erreur 
moyenne  et  la  oonstante  de  précision  h.  On  a  en  effet  : 

(4i)  ^  =  -i^. 

En  portant  cette  valeur  dans 

et  en  posant  &  =  Xm,  on  obtient  la  probabilité 

pour  que  l'erreur  ne  dépasse  pas  le  multiple  \ni  de  Icrrwir 
moyenne. 

moyenne  quadratique)  et  l'erreur  médiane  8>  exprimées  en  fonction  des  erreurs 
apparentes  X  (seules  connues),  ont  respectivement  les  valeurs  suivantes  ; 

ni=,/S:  8  =  -JE= 

V  •  -  «  ✓>i(«  -  ») 

où  Ton  a  posé  : 

[Xj  =  Xi  +  Xa  ...  +  V» 
[k-K]  =      +  Xj»  ...  +  X»«. 

L*intégral«  : 

o  o 
(r  entier)  varie  en  raison  inverse  de  la  puissance     de  h  :  on  peut  donc,  d'une 
façon  générale,  la  prendre,  comme  h  et  comme  les  deux  erreurs  (moyenne  et 
médiane),  pour  mesure  de  la  précision  des  observations  :  la  rapidité  avec  la- 
quelle les  sommes 

uii  ou  m 

n  n 

convergent  vers  Jr  n'est  pas  indépendante  de  r  et  elle  est  maxima  pour  r  =  2, 
ce  qui  suffît  pour  caractériser  l'erreur  moyenne  comme  l'expression  la  plus  aùre 
de  la  précision  des  obsermtioBS  :  mais  il  fant  noter  cependant  que  la  rapidité 
de  la  convei^en(»  pour  r  s  i  est  très  voisine  de  celle  qu*on  a  pour  r  s  2. 

Pour  cette  dernière  assertion,  nous  renvoyons  le  lecteur  à  PizzeUi,  pages  a56 
et  suivantes  et,  pour  la  démonstration  des  premières  formules,  à  n'importe 
quel  traité  de  calcul  des  probabilités. 
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On  a 


£a  général. 


pour  X  =  a         4»  =  0.90346 

3  *         =  0.99729 

4  *         =  0.99994. 


est  la  probabilité  pour  que  l'erreur  ne  dépasse  pas  ^  en  valeur 

absolue. 

La  table  I  fournit  les  valeurs  de  la  fonction  de  Gauss  4>  (7),  pour 
des  valeurs  de  l'argument  7,  de  dixième  en  dixième,  depuis  o  jus- 
qu'à 4,5. 

20.  —  Le  problème  dont  on  s'est  occupé  au  n*  17  peut  être 
considéré  comme  un  cas  particulier  du  suivant  :  on  a  fait  w  me- 
sures d  une  même  grandeur  X  avec  une  précision  variant  d'une 
mesure  à  Fautre  ;  les  constantes  de  précision  étant  respectivement 
K,  K,...hm  et  les  valeurs  m^urées  xi,  x^,„.Xnf  on  demande  quelle 
est  la  valeur  la  plus  probable     de  X. 

Actuellement  on  doit  rendre  maxima  la  probabilitté 


i=n 


pour  qu'on  ait  simultanément  les  erreurs 

et  par  suite  on  doit  rendre  minima  l'expression  : 
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On  déduit  de  là  Téquatiim  : 


1=1 


d'où 


l=ril 


1=1 


2'' 

tssi 

Comme  cas  particulier,  si  Ton  a  ^,  =  A,  = ...  =  A.  on  retixmva 
la  formule  connue  : 


X  =SL 
'  n 


Les  quantités  h^^,  V»—^»*  qui  figurent  dans  la  formule  (i'i)  ou, 
plus  généralement,  des  quantités  quelconques  p,,  propor- 
tionnelles à  h^*,..,hn*y  ont  reçu  le  nom  de  poids.  On  voit  aisé- 
ment qu'une  observation  de  poids  p  équivaut  à  p  observations  de 
poids  un  :  c'est  là  une  deuxième  définition  plus  simple  du  poids 
lui-même. 

Soient  h  et  h'  les  constantes  de  précision  de  deux  observations, 
p  eip'  leurs  poids,  m  et  m' leurs  erreurs  moyennes.  De  Tégalilé 

p:p'=zh*:  h'^ 

on  déduit,  au  moyen  de  la  relation  (4i)  : 


p       =z  m'*  :  m*. 


Les  poids  sont  donc  inversement  proportionnels  aux  carrés  des 
erreurs  moyennes.  Et  en  prenant  p  comme  unité  de  poids,  on  a  * 


(43)  m'  =  ^ 
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L'erreur  moyenne  m!  d'une  série  d'obsomitioiis  de  poids  p'  est 

égale  au  quotient  de  la  division  par  vp'  de  l'erreur  moyenne  cor- 
respondant à  l'unité  de  poids  :  on  déduit  de  là  que  des  observations 
de  précision  différente  deviennent  toutes  des  observations  de  poids 
I,  lorsqu'on  multiplie  chaque  résultat  par  la  racine  carrée  de  son 
poids  et  on  peut  toujours  supposer  que  toutes  les  observations  ont 
la  même  précision. 


—  Énonçons  maintenant  le  problème  fondamental  dans 
l'étude  de  la  méthode  des  moindres  carrés  :  des  observations  ont 
fourni  les  valeurs  de  n  fonctions  de  forme  déterminée  : 

aîi»  a;,,...5c„  étant  m  variables  indépendantes.  On  suppose  /i  >  m  et 
on  veut  déterminer  la  valeur  des  inconnues  elles-mêmes. 

Sans  restreindre  la  généralité  du  problème,  on  peut  admettre  : 

a)  Qu'aux  diverses  équations  du  système  (44)  correspond  une 
égale  précision.  S'il  n'en  était  pas  ainsi,  il  suffirait,  d'après  ce 
qu'on  vient  de  voir,  de  multiplier  chacune  des  équations  par  la 
racine  carrée  du  poids  correspondant. 

b)  Que  toutes  les  équations  du  système  sont  linéaires. 
Supposons  qu'elles  ne  le  soient  pas.  Choisissons  d'une  fi\çon 

convenable  un  nombre  d'équations  égal  au  nombre  des  inconnues 
et  soient  x^^,  x^^,„.Xn^  leurs  racines  :  ce  seront  des  valeurs  appro- 
chées des  inconnues.  Les  corrections  5j  =  a?,  —  sc^®,  ?i  =  —  x^^ 
qu'on  doit  faire  subir  aux  ./;*^  pour  obtenir  le  minimum  peuvent 
être  choisies  assez  petites  pour  que,  dans  le  développement  de 
a?2....a;J  en  série  de  Taylor,  on  puisse  négliger  tous  les 
termes  contenant  les  |  à  un  degré  supérieur  au  premier.  On  a 
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alors  : 

fi{Xi»  a5g.».aj„i)  s=s^(ap|*, 


En  posant  : 


on  peut  écrire,  au  lieu  de  l'équation  : 

l'équation  suivante  : 

Ai  -h  Oj?,  -4-  feiSj  -h  ...  =  d 

qui  est  linéaire. 

^ft,  —  Le  problème  est  donc  toujours  ramené  à  la  résolution 
d'un  système  de  n  équations,  linéaires  et  de  même  poids,  à  m  in- 
connues  (n  >•  m)  : 

/   a,5Pi  -f-  h^x^  -4-  ...  = 
(45)  )   «2^1  -+-       -h  ...  == 

On  demande  de  déterminer  les  valeurs  Xj,  Xj,  ...  Xw  qu'il  faut 
donner  aux  inconnues  pour  que  la  somme  des  carrés  des  erreurs 
soit  minimum. 

On  doit  avoir  : 


i  =  n 


^  ip-^i  -i-  h'^g  +  ...  —  lif  =  ^(a^i»     ...  ce»)  =  minimum. 


1=1 


Ceci  a  lieu  évidemment  pour  les  valeurs  des  X  vérifiant  simulta- 
nément les  équations  : 

ÔXi  bx^  dx„ 
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C'est  un  système  de  m  équations  à  m  inconnues  :  le  problème 
est  donc  complètement  déterminé. 

La  méthode  des  éliminations  successives,  proposée  par  Gauss 
pour  la  résolution  du  système  (46),  est  appliquée  assez  fréquem- 
ment dans  la  pratique  :  elle  consiste  à  résoudre  la  première  équa- 
tion du  système  (46)  par  rapport  à  Tune  des  inconnues,  à  remplacer 
cette  inconnue  par  la  valeur  ainsi  trouvée  dans  les  m  — -  i  autres 
équations  et  à  appliquer  successivement  la  méthode  aux  nouveaux 
systèmes  de  m  —  i,  m  —  2,  ...  2,  i  équations  km  —  i,  m  —  2, ... 
2  y  I  inconnues  auxquels  est  ainsi  ramené  le  système  primitii*. 
Bornons-nous  à  rappeler  ici  que  l'introduction  des  notations  de 
Gauss 

-h  flj      ...  On  =  [a] 
a^j  -h  à^2~^  •••  ^^n  =  [ûo] 
Oj^j  -h  a^b^  -H  ...  a„6„  =  [ab] 

permet  de  simplifier  beaucoup  la  forme  des  coefficients  des  équa- 
tions (46)  :  pour  l'exécution  pratique  des  calculs,  qui  ne  sort  pas 
du  domaine  des  mathématiques  élémentaires,  mais  qui  est  assez 
laborieuse  si  m  et  n  n'ont  pas  des  valeurs  très  petites,  nous  ren- 
verrons à  un  traité  quelconque  relatif  à  la  méthode  des  moindres 
carrés,  par  exemple  au  traité  court  et  élémentaire  de  Forti  (*). 

sî 

VI.  —  Expression  approchée  de       ^  p^q^—* 

2>9»  —  Supposons  que  les  hypothèses  énoncées  au  n®  lo  sub- 
âstent.  On  a  alors  : 

sp  =.  valeur  la  plus  probable  =  valeur  probable 
spq  =  m  =  erreur  moyenne 


(»)  Il  metodo  dei  mînîmi  quadrati  e  la  tcorica  degîi  errori,  Ilœpli,  1890, 
p.  49  et  suiv.  ;  pour  la  bibliographie,  voir  :  Bauschinger,  Aiisgleichungsrechnunq, 
dans  VEncyclopadie  der  inalh.  Wiss.  ID  2  et  PizzeUi  loc.  ciL 
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Posons.  : 

h  =  ^  I 

 -7=      ^2  =  _  At*» 


et 


comme  expressions  respectives  des  probabilités  pour  que.  sur  * 
épreuves  repe'tées,  l'événement  E.  de  probabilité  conZ;  „  «I 
heu  un  nombre  de  fob  égd  à  +  .  et  pour  que  cettLment 
ait  lieu  un  nombre  de  fois  compris  entre  -  |  et  +  2  l'appro- 
ximalion  étant  d'autant  plus  grande  que  s  est  plus  grand 

Cette  démonstration  est  destinée  à  montrer  le  Ken  qui  existe 
entre  la  loi  des  erreurs  de  Gauss  et  la  théorie  des  épreuves^pétées 
eUe  nous  servira  en  même  temps  à  établir  des  formules  qu'i  pe t 
mettront  d  effectuer  le  calcul  des  probabUités  ainsi  défiles  1, 
Jdement  qu'à  l  aide  des  termes,  ou  des  sommes  de  term^^^I 
développement  ée>  (j>  ■+■  g): 

»3  6Ù.  —  Nwis  supposons  connue  et  démontrée  la  formule 
asymptotique  de  Slirling  (voir  la  Ao^.^ pages  5o  et  8«iv.Zy! 

ni  =  n^e—n  \/  2itn 
Supposons  5,  a  et  *  —  a  suffisamment  grands, 
(^7)  a  =  s/)  -f-  X  /  s 

(48) 

sp  ^ 
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et  X  fini,  de  sorte  qae  Ton  puisse,  sans  erreur  sensible,  supposer 

que 

(49)  =  ' 


est  remplacé  par  l'unité.  Par  suite  de  l'égalité 

l'équation  (47)  donne  : 

(5o)  *  —  «  =  «qf  —  X  /  $ 

et  l'équation 


s! 

a  !  (s  —  a) 

devient  : 


(5i)  ««=,rr77±r,vt 


Ilot  = 


g  ^  2TZS  p^qs—oi 


{5>) 


  s^p^qs—si  /  s   

a»  (s  —  a)^— a  y   2^.2(3  —  a) 

\ay    V— V        y  2Ka(«  —  a) 


J 

Mais,  par  suite  des  conventions  précédentes,  ~  et  ^     ^  tendent 
*^  ^  sp  sq 

vers  un  loi*sque  5  croît  indéfiniment  et,  par  conséquent»  ~,  ^-y-^ 

tendent  respectivement  vers  peiq  et-,  - — -  vers  p^^g-  I^uisque 
l'on  a 

s  i  s  1  s 


2  'Jta(s  —  a)       27ca«s  —  a 

le  radical  qui  figure  dans  l'expression  (52)  devient  : 

rjZ  ^  _i_ 
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£n  désignant  par  log  x  le  logarithme  naturel  de  x,  l'équation  (02) 
donne  : 


log  aa  =  log  -J=  +  a  log  ^  -4-  («  —  a)  log  = 


I  =  log  -7-^  —  a  log  ^  —  (s  —  «)  log 
V  y'2r.spq  " 

S  S  —  a 

tions  (49)  et  (5o) 


s  s 

et,  en  remplaçant -,  __'par  les  valeurs  qu'on  tire  des  équa- 


log  tia  =  log       '      —  (sp  4-  X  \/~s)  log  /l  H  -=\ 

\/2mpq  \  p^sj 


^{sq^X^s)  log  ^i---^^ 

Remplaçons  log  (i  h  et  log  (i  dans  Thy- 

\      PVV  \  q\/sJ 

polhèse  où  s  est  très  grand,  par  les  valeurs  données  par  les  pre- 
miers termes  du  développement  log (i  -i-a;)=a;  —  ^4-^  

Nous  obtenons  : 

X 


(54) 


{sp-hls/  s)  log      -^J^^  = 


(55) 


=  (sp  -h  X  v/  5)  /  7=  r  H  r= 

\p\/s      2p««      Sph\/s  J 

(«g       X  v/  s)  log        —  --^^  = 

=  («9  —  X  v/  «)  /  ^  —  -^^  .  


Négligeons  les  termes  qui  contiennent  au  dénominateur  ^  s  ou  s, 
termes  qui  tendent  vers  zéro  lorsque  s  croît  indéfinimeiit  :  les 
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expresûons  (5i)  et  (55)  se  réduisent  alors  respectivem^t  à 

Xi/l-f-—        ctà        — X\/7-i-^ 
et  leur  somme  est  égale  à  : 

3  \p       qj  2pq 

Par  suite  Féquatioii  (53)  devient 

logiia==log 

d'où; 

I  ^*  I  «* 

(56)      «a  =  -~=  e-i^  =  -j=  t-Ym^-r  " 
^i-Kspq  y  awpg  y 

en  posant  _ 

a?  =  X  y/  « 

Si  dans  l'équation  (56)  on  donne  à  x  et  à  a  les  valeurs 

X  =  1^  s  =^  o,  OL  =  sp,  on  obtient 

1 


\/  2'fupq 

comme  expression  de  la  probabilité  correspondant  au  terme 
maximum  du  développement  de  {p  -f-  qY  :  on  voit  aisément  qu'elle 
représente  une  fraction  de  l'unité  d'autant  plus  petite,  que  s  est 
plus  grand. 

j^4^  —  Si  l'on  pose,  comme  précédemment, 

«     sp  -H  X  ^  s 

on  déduit  de  l'équation  (56)  l'expression 

2Tzpq  J 


V  ^m^ 

A© 


de  la  probabilité  pour  que  l'on  ait  :  Xo  <C  X  <  Xi. 


ÉLémOITS  D0  CALCUL  PlIOBàBILITÉS 

Soit  F(£,  5)  la  probabilité  pour  que  Ton  ait  : 

«p(l  —  e)  <  a  <  sp  (i  -+-  0- 

Puisque  Ton  a  : 


s/ 


==  I  apg  «X  =  I 

J 


 00 


on  peut  toujours  choisir  X  de  manière  que  Ton  ait  : 


(57) 


y  2  Tzpq  J 


>3  étant  un  nombre  aussi  petit  qu'on  le  veut. 
On  a  aussi  : 


et  par  suite  : 


X  <^  ep 

X 


Et  puisque 


limF 


X         \  I  /*+^  X2 

y  S   /     y  2itp9  J 
on  peut  aussi  déterminer  s  de  manière  que  Ton  ait  : 


(58) 


\p  y  «   /     y  a  Trpg  J 


6  dX 


^  a 


et,  en  additionnant  membre  à  membre  les  inégalités  (Sy)  et  (58), 
on  obtient  : 

i-F(f.«)<Ti(0.  . 
La  probabilité  pour  que  a  soit  compris  entre  sp{l  —  s)  et 


(*)  Poniciuié 

Bhoggi 


— •  Loe,  cit,f  pages  81-73. 
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sp{  i  +  s)  tend  vers  Vmité  lorsque  s  aagmenU  mdéfinmM^  €f  ccfo 

quelque  petit  que  soit  c. 
Résultat  que  nous  avions  déjà  obtenu  d'une  autre  façon. 


NOTE 

f ,  —  En  remplaçant  /«par  «  dans 

(I)  p  ^'^'^ 

n 

nous  obtenons  : 

if  .^'.-.dx  =  ir(4:i) 


o 


/OO 


r(n)=  j     e-^x^—^dx  («><>) 


désignant  l'intégrale  connue  appelée  intégrale  eulérienne  de 

deuxième  espèce. 
Par  suite  l'intégrale  (i)  est  égale 


'3' 


pour         r  =  I 

pour         r=:a  à         lr(^^  =  iv^ 

pour         r  =  3  à         ir(2)  =  | 

pour         r  =  4  à  ^^©=1^ 

—  On  a  aussi  : 
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On  détermine  la  valeur  de  l'intégrale 
(3)  Mt)  =  ^'^dt 

o 

et  par  suite  celle  de  l'intégrale 

Y 

soit  par  des  quadratures^  soit  par  l'intégration  de  séries. 

Le  développement  de  e-^-  en  série  de  Mac-Laurin  et  l'intégra- 
tion terme  à  terme  de  celle-ci,  entre  les  limites  o  et  y,  doime  par 
exemple  : 


(5) 


n  e-m^r^  :f!  4-  -1    -  -1  ïV 

J  ^    J^al  5      3!  7 


Toutefois,  le  second  membre  de  (5)  converge  trop  lentement, 
déjà  à  partir  de  y  =  2.  peur  qu'on  puisse  l'utiliser  dans  la  pratique. 
On  a  aussi,  en  développant  /(y)  en  série  de  Taylor  : 

(6)  x(ï)-x(Y-*-r)=..-Y^j,-Yr4-i^  -r»  H!^Y  ^  ...j 

relation  dont  s'est  servi  Kramp  (Analyse  des  réfractions  astrono- 
miques et  Urrestres,  Strasbourg,  1799)  qui  a  donné  une  table  des 
valeurs  de  la  fonction  Z  cmespondant  à  r  =  0,01,  en  s'arrêtant 

au  quatrième  terme  du  développement. 

On  a  de  même,  en  faisant  successivement  les  substitutioas 
t^  =  x     'f,      *  =  y  : 

(7)  X(Y)=re-''d.=le-YY^fZ:£=ie-T^p^^ 

Y  o  o 

d'où: 

(8)  re-'«rf<=-^fi--Hh-^-.^M  .  V 
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La  série  (8)  est  divergente  pour  7  <  4. 

Pour  des  renseignements  plus  détaillés  et  pour  certains  autres 
développements  en  série,  nous  renvoyons  le  lecteur  à  Rajîau, 

Les  tables  de  Ra- 

dau  s'étendent  aux  valeurs  de  7  comprises  entre  o  et  10  et  four- 
nissent la  valeur  de  la  fonction  ^^(z)  pour  des  valeurs  de  z  variant 
de  millième  en  millième. 


3, —  On  démontre  (voir  par  ex.  Serret,  Cale,  dijfér,  et  intégral 
vol.  Il,  n'  536)  que  Ton  a  : 

r(n  4-  1)  =  nl  =  v/âï:e-"n"+ï  (i      e)      lim  e  =  o. 

11  =  00 

On  peut  démontrer  d'une  façon  analogue  la  relation  : 
log  T(n  -h  i)=  ^  log  ait  -Ml  -h  log  n  -f- 

r  =  oo 

^  2  [("  +  '-  +  î)'°8('+n-^r)-'] 

relation  énoncée  pour  la  première  fois  par  Stibling  et  valable  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  sauf  la  valeur  zéro  et  les  valeurs  entières 
négatives  (*) 

On  peut  aussi  obtenir  cette  formule  comme  cas  particulier  de  la 

formule  de  sommation  d'Euler 

L'expression  de  n  !  que  nous  avons  employée  dans  le  texte  peut 


(i)  Annales  de  V Observatoire  de  Paris,  XVIII,  i885. 

(*)  Pour  la  HUiographie,  ¥oir  BauHBi.,  Bestimmte  Intégrale  dans  VBncyldop, 
<{er  math.  Wissenehaftent  II,  A3  et  Mbtbr-^Dibichzjct),  Vorles.  Sher  die  Théorie 
der  best.  Integr.  zwisehen  reellen  Grenzen.  Leipzig,  1871,  page  i43. 

(*)  Voir  par  ex.  Lehrhuch  der  IHfferemmreehnang  de  SmjWASorF  (Leipng, 
1904»  pages  59  et  suiv.)  et  Mabkopv. 
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s'obtenir,  beaucoup  plus  simplement,  m  partant  des  inégalités 

(9)  e  <(i  <e^  +  IiHh^)C). 


En  posant  : 


On  =   j 

.,1-1 — 

n'a 


on  a  : 


+ 


M.  \       I  2 


et^  à  cause  des  inégalités  (9)  : 


a. 


I  <  e  !»•»(«+ 1) 

a„e~  lan  <.  «n+l^    la  (n  +  i)  <C  •••  <^  ^n+l  <. 

1 

Il  résulte  de  ces  inégalités  que  les  nombres  a„e   "  •«  croissent  en 

même  temps  que  n  et  restent  inférieurs  aux  nombres  a»  qui,  au 

I 

contraire,  décroissent  lorsque  n  croît  :  les  nombres  a„e~i2n  et  les 
nombres  an  ont  donc  des  limites  finies,  nécessairement  égales 
entre  elles,  et  si  Ton  pose  : 


lim  a»  =  lim  a„«   m  a  =  a 

on  a,  quel  que  soit  n. 


a,^-.aa<a<an;      a  =  a„c    "n,      (o  <  Ô  <  1) 
et 

(10)  /i!  =  a/i'*"^a  «   *  «»* 

(i)  CssAMO.  —  Corso  di  amHsi  algebriea.  Turin,  i884»  P»gM  S70  et  48o. 


54 
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I 


Maisoiiaaotti 

i.    2a44     2/1  —  I 


^     n=ooi  3  ^  5  2n  j   V  1.3.5.7  .,.(2/1—  1)1 

et,  à  cause  de  la  relation  (lo)  : 

f-  46—6 

2.4.6  ...  2/1         li^(n\)^        .  /n  ^«^An  , 

i73T5-.::(S7r-rr)= lïiôT  =« V  5 (o  <  «  <  i.o  < 6'< ,) 

On  en  déduit  : 


-  46—6' 


- 


-n+± 
'  lan 


CHAPITRE  II 


THÉORIE  STATISTIQUE  DE  LA  MORTALITÉ 


I.  —  Axiomes  et  ionotions  fondamentales 

f .  —  L'application  du  calcul  des  probabilités  à  la  théorie 
statistique  de  k  mortalité  est  basée  sur  o^rtaiiis  axiomes,  dont 
nous  rappellerons  les  énoncés  sous  la  forme  que  leur  a  donnée 

M.  Bohlmann  (^). 

Axiome  I.  —  Soit  {x)  un  individu  d'âge  appartenant  à  une 
collectivité  :  la  probabilité  pour  que  (x)  soit  encore  en  vie  à  l'âge 
ac  m  s'exprime  par  une  fonction  déterminée  p{x,  x-^  m)  des 
variables  a;  et  a;  -4-  m,  définie  pour  toutes  les  valeurs  de  a;  et  de  m 
qui  ne  dépassent  pas  une  certaine  valeur  égale  à  la  durée  maxima 
de  la  vie  bumaine. 

Axiome  IL  —  Soient  />(a?,  x  -f-  m)  et p'iy^y-^  n)  les  probabi- 
lités respectives  pour  que  (a?)  et  (y)  soient  encore  en  vie  aux  âges 
a;  -f-  //?,  y  -h  /i.  Quelles  que  soient  les  valeurs  positives  de  a?,  y, 
m,  /i,  les  deux  probabilités  sont  indépendantes  (^)  toutes  les  fois 
qu'elles  sont  relatives  à  deux  individus  différents. 

(^)  Loc.  cit.,  page  860. 

(^)  Dans  le  sens  qui  a  été  défini  au  n°  3  du  Gli.  i. 
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Par  définition,  une  collectivité  F  sera  dite  à  risques  semblables 
si  l'on  a,  pour  deux  individus  quelconques  de  cette  collectivité  : 

chaque  fois  que  Ton  a  :  a?  =  y,  m  =  n. 

Le  but  de  la  recherche  statistique  est  de  fournir  les  valeurs  les 
plus  acceptables  des  probabilités  de  survie  ainsi  définies  et  d'autres 
fonctions  liées  à  ces  probabilités  par  des  relations  analytiques 
déterminées.  Elle  sert  en  outre  à  démontrer  la  légitimité  des 
axiomes  énoncés  plus  haut  et  aussi  à  examiner  la  valeur,  au  point 
de  vue  des  applications,  des  résultats  obtenus  par  le  calcul,  en 
partant  de  l'hypothèse  d'une  probabilité  de  survie,  fonction  de 
râge  et  de  la  durée  de  survie. 

—  Des  axiomes  précédents  résulte  avant  tout  la  conséquence 
suivante  : 

Toute  collectivité  F  à  risques  semblables  possède  une  loi  (hypo- 
thétique) de  survie  :  c'est-à-dire  qu'à  cette  collectivité  correspond 
une  fonction  4  de  la  variable  continue  x,  appelée  nombre  des 
individus  en  vie  à  l'âge     et  qui  possède  les  propriétés  suivantes  : 

1 .  —  Ir  n'est  détermine  qu'à  un  facteur  près,  constant,  k, 

2.  —  4  ne  croît  jamais  lorsque  x  croît. 

3.  —  Ix  n'est  jamais  négatif. 

4.  —  On  a  : 

On  a,  en  effet,  en  supposant  o  -<  n  <<  /n  : 

p  (x,  X  -h  m)  =  />  (ar,  or  -H  m)  /)  (a?  -h  n,  a;  -h  m) 

d'où  : 

(i)  p(x n,  X m)  =^-^ — -2- — (. 
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C'est  la  fonction  Kp  {x,  a)  de  x  et  de  a  que  nous  désignons  par 
la  et  que  nous  appelons  nombre  des  vivants  à  l'âge  a. 
Pour  A  =s  o,  l'équation  (i)  devient 

p(ar.  X -H  m)  =^^^5^ 

=  ^xPi^f  X  -4-m) 

et  comme  p{Xf  x  -h  m)  esi  inférieur  ou  égal  à  i ,  on  a  bien  : 

Ix  >  Wm  (a*  propriété). 

Il  résulte  de  même  de  rinégaUté/)(a;,  x  h-  m)  >  o  que  4  conserve 
un  signe  constant.  Ënûn,  pour  certain  âge  extrême  a,  on  a  : 

p(a),  oj  -H  ni)  =■  o 

d'où 

et  l'inégalité  L  >  L+m  montre  que  Ton  a  :  /u>  >  o  et  par  suite 
4  >  o  (3«  propriété). 


II.  —  Détermination  des  probabilités  de  décès  et  de  survie. 

3.  —  Soient  L  individus  ayant  exactement  l'âge  x  :  supposons 
qu'on  connaisse  la  fonction 

p  (x,  X  -H  m)  =  /> 

dont  nous  admettons  rexislence  :  on  demande  quel  est  le  nombre 
probable  des  survivants  à  l'âge  x  H-  m.  C'est  d'après  une  défini- 
tion connue  : 


n  =  o 


<p(n)  désignant  la  probabilité  pour  que  le  nombre  des  survivants 
soit  n.  On  a,  par  suite  des  relations  bien  connues  et  en  vertu  de 


^  XâTKÉilATieUE  M»  ACTlUIIffig 

Taiiome  II  : 

?('»)=(î')p«(l-p)L-» 

et  la  valeur  probable  cbercbée  est  : 

2'^@/>»(i-p)L-«  =  L/, 


n=so 


(Cf.  Ch.  I,  n"  6  (6)  et  lo  (21)), 

Cette  valeur  coïncide  avec  le  nombre  le  plus  probable  des  sar- 
vivants.  On  a  de  même  : 

L(t~p)  =  Lq 

pour  le  nombre  probable  des  décès  se  produisant  à  un  âge  de  l'in- 
tervalle {x,x  +  m)!nq=i—p  exprime  la  probabUilé  pour  que 
(X)  meure  avant  d'avoir  atteint  l'âge  x m. 

Si  l'on  désigne  par  D  le  nombre  des  individus,  appartenant  au 
groupe  des  L  personnes,  décédés  avant  d'avoir  atteint  l'âge  x -h  m 
la  probabdité  pour  que  la  diflérence  |  D  -  L  J  soit  inférieure  à 
une  quantité  donnée  aussi  petite  qu'on  le  veut,  sera  d'autant  plus 
voisine  de  la  certitude  que  L  sera  plus  grand  (théorème  de  Ber- 
noulli).  bi  L  est  infiniment  grand,  on  a  : 

D  =  L9 

d'où  l'on  déduit 

(2)  D 

JL 

Pour  des  valeurs  finies  de  L,  les  valeurs  de  rj  et  de  p  ainsi  trou- 
vées peuvent  être  considérées,  dans  une  première  approximation, 
comme  les  probabilités  « /.non  pour  que  (or)  meure  à  un  âge  de 
1  mtervaUe  {x,  x-hm)  et  pour  qu'il  dépasse  l'âge  x -h  m 
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UI.     Tàbles  de  survie 

4.  —  Le  problème  statistique  de  la  détermination  des  fonctions 

g{x,  X  4-  m)  eip{x,  x -h  m)  est  ainsi  ramené  à  la  détermination 
du  nombre  de  survivants  à  1  âge  x  -i-  m  qu'il  y  a  dans  un  groupe 
de  L  individus  dont  lage  est  exactement x. 

D'une  façon  plus  précise,  soit  L{x)  un  certain  nombre  d'indi- 
vidus ayant  exactement  Tâge  a?,  L(x  -4-  m)  le  nombre  des  survi- 
vants à  1  âge  a:  -i-  m,  w  un  certain  âge  à  partir  duquel  on  a 

L(x  -h  m)  =  o  : 

il  s'agit  de  déterminer  la  suite  des  valeurs  L{x -h  m),  pour  les 
valeurs  positives  de  m  inférieures  ou  égales  à  «  —  a?.  Une  pareille 
suite  constitue  une  table  de  survie.  Le  problème  consiste  donc  dans 
la  construction  d'une  table  de  survie. 
On  peut  supposer  : 

ou  bien  que  les  L  (x)  survivants  à  l'âge  x  appartiennent,  pour 
les  différentes  valeurs  de  x,  à  une  même  génération,  c'est-à-dire  à 
un  groupe  déterminé  d'individus  nés  pendant  une  période  déter- 
minée ; 

ou  bien  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi. 

Dans  le  premier  cas,  la  statistique  a  pour  objet  de  rdever,  sur 
un  certain  ensemble  L(o)  de  nouveaux-nés,  le  nombre  de  survi- 
vants aux  divers  âges.  Le  relevé  a  lieu,  dans  la  pratique,  par  âges 
successifs  exprimés  par  des  nombres  entiers  x  d'années.  Il  peal 
consister  à  établir  directement,  au  moyen  de  recensements  succès- 
sîfs,  le  nombre  des  survivants  aux  âges  i,  2,...;  ou  bien,  au  con- 
traire, à  relever  le  nombre  D(x)  des  décès  survenus  à  un  âge  de 
l'intervalle  {x,  x 1)  :  on  peut  en  déduire  les  quantités  L{x). 

On  a  en  eUet  : 

D{x)=zL{x)^L{x-h  i) 
D(aî-h  i=L{x  -\-  i)  —  L(x  -^  2) 


J)(x  -Mil  —  i)  =  L(x  -+-'m  —  i)  —  L  (x  -h  m) 
D^x)  -h  D(a;H-i)-i-... -i-D(ar-Mn— i)==L(a:)  —  L(x m) 


do 
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et,  puisque  Ton  a,  pour  «  -H  m  >  « 

hQe  -h  m)  s=s  D  (x  -h  m)  =s  D(x  H-  m  -4-  i)  =  ...  =s  o 
on  pëut  écrire  : 

2       -h  n»)  =  L(x) 

111=0 

Laissons  de  cùté  les  graves  difficultés  qui  s'opposent  dans  la 
pratique  à  un  relevé  exact  de  cette  nature,  à  cause  surtout  de  l'in- 
fluence perturbatrice  des  phénomènes  d'émigration  et  d'immigra- 
tion :  mais  remarquons  que,  si  la  connaissance  de  la  loi  réelle 
d'élimination  d'une  génération  déterminée  peut  avoir  une  impor- 
tance théorique  remarquable  pour  le  statisticien  et  le  biologiste,  elle 
n'a  qu'une  valeur  très  restreinte  au  point  de  vue  des  applications. 
Les  probabilités  définies  par  les  quotients  (a)  et  (3)  se  rapportent 
en  effet,  dans  ce  cas,  à  une  génération  passée  et  il  est  tout  à  fait 
douteux  qu'on  puisse  les  prendre  comme  éléments  de  mesure  de 
la  mortalité  actuelle. 

6.  —  Dans  le  second  cas,  on  a  une  table  de  mortalité  qui  ne 
ressemble  à  la  table  ainsi  définie  qu'au  point  de  vue  de  la  forme. 
Elle  donne  la  loi  d'élimination  d'une  collectivité  hypothétique  dont 
les  probabilités  de  décès  seraient  celles  de  différentes  générations 
d'individus  en  vie  au  même  moment.  La  constmction  de  cette 
table  se  ramène  à  la  détermination  des  probabilités  de  décès  aux 
divers  âges,  à  l'aide  d'observations  faites  toutes  au  même  moment  : 
on  en  déduit  le  nombre  de  survivants  à  ces  mêmes  âges,  en  se 
servant  de  la  relation  établie  précédemment  : 

t  =  ?<?p(o,  a?) 
Remarquons  que,  pour  o  <,  x'  <,x,  on  a  : 


p{o,  x)  =p(o,  x')p(x\jc) 
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Désignons  par  [x]  le  plus  grand  entier  contenu  dans  x  et  posons  : 

X  =  [x]  -i-  0 

o<e<i 

On  aura  alors  : 

t  =  lcP([xl  x)    JJ  p(x,  —  I,  Xj 

où  lo  désigne  le  nombre  arbitraire  des  individus  qu'on  suppose 
avoir  Tâge  zéro. 

Les  deux  tables  de  survie  relatives  à  «  une  génération  détermi- 
née »  et  à  «  des  individus  en  vie  au  même  moment  »  ne  coïncident 

que  si  on  suppose  les  lois  de  la  mortalité  absolument  invariables 
dans  le  temps  et  qu'on  ait  éliminé  l'influence  des  émigrations  et 
des  immigrations. 

La  ^différence  entre  les  deux  tables  n'a  pas  toujours  été  et  n'est 
pas  toujours  remarquée  explicitement  :  elle  n'en  existe  pas  moins 
et  elle  est  importante.  On  a  cru  très  souvent  pouvoir  obtenir  une 
table  de  la  première  ou  de  la  deuxième  catégorie  par  l'application 
simultanée  de  méthodes  qui  ne  s'appliquaient  au  contraire  qu'à 
une  seule  de  ces  catégories 

IV.  —  Ihéorie  formelle  de  la  population 

7.  —  Nous  nous  demandons  comment  on  peut  arriver  à  con- 
naître le  nombre  L  (x)  des  individus  ayant  exactement  l'âge  x  (x 
étant  exprimé  par  un  nombre  entier  d'années)  et  le  nombre  D  (x) 

(*)  Cf.  Zeuner.  —  Abhandlungen  aus  der  Math.  Stat.,  Leipzig  1869,  pages  53, 
54.  C'est  à  Zeuner  qu'appartiennent  les  deux  dénominations  introduites  plus 
haut  :  «  Sterbetafel  einer  bestimmten  Génération,  Sterbetafel  gleirhzeitig  Le- 
hender  ». 
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des  individus  appartenaiit  à  l'ensemble  L  (x),  décédés  à  un  âge  de 
l'intervalle  (a?,  £C  -h  i). 

Que  le  relevé  des  nombres  L(x)  ne  puisse  être  effectué  directe- 
ment, cela  résulte  de  cette  remarque  hien  simple  que  le  nombre 
des  nouveau-nés  à  un  instant  donné  est  zéro  ou  un,  même  pour 
une  population  très  grande.  On  obtient  ainsi  zéro  ou  un  comme 
nombre  des  individus  ayant  exactement  l'âge  x,  à  la  fin  de  la 
période  x.  L'égalité  parfaite  des  âges  des  divers  membres  du 
groupe  L  (x)  constitue  donc  une  condition  qui  n'est  jamais  rem- 
plie :  par  suite,  le  relevé  statistique  ne  peut  donner  que  le  nombre 
des  individus  qui  ont,  à  un  instant  di»né,  un  âge  compris  entre 
des  limites  égalmnoit  dcmnées,  ou  qui  meurent,  pendant  une 
période  donnée,  à  un  âge  compris  entre  ces  limites. 

L'objet  de  la  théorie  formelle  de  la  population  est  la  détermina- 
tion et  la  critique  des  méthodes  qui  permettent  de  déduire  des 
données  précédentes  les  probabilités  de  décès  :  d'nne  façon  plus 
précise,  c'est  la  recherche  des  rapports  qui  existent  entre  des 
données  statistiques  définies  de  diverses  façons  (moment  de  la 
naissance  ou  de  la  mort,  âge,  etc.).  Le  but  final  de  la  théorie  est  le 
suivant  :  supposons  une  collectivité  d'individus  assujettie  poor 
l'instant  à  une  seule  condition,  que  ses  divers  m^xibres  sont 
soumis  à  un  certain  changement  d'état  ayant  lieu  à  l'époque  2:, 
pour  un  membre  d'âge  x  né  à  l'époque  j  :  on  se  propose  d'expri- 
mer l'état  de  la  collectivité  considérée  dans  son  ensemble,  tel 
qu'il  résulte  des  changements  d'états  particuliers  à  chacun  des 
membres,  changmnoits  qui,  pour  chacun  d'eux,  peuvent  arriver 
ou  ne  pas  arriver,  ou  encore  avoir  lieu  à  des  âges  et  à  des  époques 
différents  (^). 

(*)  C'est  là,  en  dernière  analyse  Tobjet  de  tonle  recherche  concernant  la 
théorie  statistique  delà  population,  du  moins  si  on  assigne  comme  but  &  cette 
théorie,  avec  Lexis  :  a  Die  Grmds&tze  aufzusetzen,  naek  denen  die  (te)  Matae- 
nerscheinungen,  die  Gesammtergebtûsse  von  zahlreichen  newissermassen  molecularen 
Einselprocessen,  zu  beobachten,  und  wissenschaftUch  zu  bewâlUgen  s'uid  ».  Cf.  : 
Einleitung  in  die  Théorie  der  BevolkenmgstaUsUk,  Strasbourg,  1873. 
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Le  cas  le  plus  simple  de  cette  théorie  est  celui  où  l'on  considère 
un  changement  d'état  unique.  On  peut  supposer  au  contiaire  que 
l'on  considère  autant  de  séries  de  valeurs  z„  2:,,  qu'il  y  a  de 
diangem^ts  d'état  possibles  :  on  doit  faire  intervenir  alors  de 
nouvelles  relations  entre  les  quantités  z,  entre  les  quantités  x  et 
y  et  entre  les  quantités  z  et  x,  pour  exprimer  le  temps  qui  s'écoule 
entre  un  changement  d'état  et  les  autres  et  les  âges  auxqueb  ont 
lieu  les  divers  changements  d'état. 

8.  —  La  théorie  formelle,  objet  d'études  partielles  de  la  part  de 
Finlaison,  Woulhouse,  Moser,  Fourier,  Fischer,  a  été  exposée 
d'une  façon  systématique  par  Knapp,  Becker,  Zeuner,  Lexis  (*). 

Knapp  (^)  dans  un  de  ses  premiers  travaux,  et  Zeuner  ('j  sup- 
posent, dans  l'exposition  analytique  de  la  théorie  formelle,  la  con* 
tînuité  des  fonctions  étudiées  :  quant  &  l'hypothèse  de  Tinvariabilité 
de  la  loi  de  mortalité,  Zeuner  s'en  débarrasse  au  contraire  et  sa 
méthode  est  plus  simple  que  celle  de  son  prédécesseur.  Knapp  (*^, 
dans  une  deuxième  œuvre,  tient  compte  d'ailleurs  de  la  disconti- 
nuité réellement  présentée  par  les  fonctions  statistiques  et  est  ainsi 
amené  à  se  servir  d'un  algorithme  particulier,  ta  sommation  con- 
tinue (pour  des  fonctions  discontinues  de  variables  continues). 
Lexis  obtient  une  généralité  et  une  simphcité  plus  grandes  : 
il  laisse  complètement  de  côté  les  considérations  analytiques  et  se 
sert,  oonmie  Knapp  (die  Théorie,  etc.)  de  représentations  plani- 
métriques  ;  de  même  que  Zeuner  s'était  servi-,  dans  l'œuvre  citée 
plus  haut,  de  représentations  dans  l'espace  à  trois  dimensions. 

0)  Cf.  vos  BoRTKUwicz.  ~>  Anwendungen  der  WaknchemUehk^itirtThfVfyi  auj 
StatUUk,  dans  FEac.  Math.  Bdl,  IDia,  page  84o.  Cf.  aussi  : 

Perozzo.  Délia  rappretenUuione  grafica  di  ind,  nella  suée,  del  Umpo,  e  in  par- 
ticolare  dei  diagrammi  a  tre  eoordinmU,  dans  les  Ânnati  di  Slitirtîot.  Série  H. 

vol.  XII. 

(*)  Sterblichkeit  in  Sachsen^  Leipzig,  1869. 

(^)  Abhandlungen,  loc.  cit. 

(*)  Théorie  des  BevolkenmQswechsels,  Braunschweig,  1874, 
(^)  Einleitung,  etc.,  loc.  cit. 
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V.  ~-  Application  de  la  théorie  formelle  à  la  mortalité 

I.  —  Méthode  géomètriqae 

9.  —  Désignons  par  x  l'âge  d'un  individu,  par  y  l'époque  de 
isa  naissance  et  par  z  l'époque  à  laquelle  il  a  l'âge     On  a  : 

jc  -h  y  =  z. 

Ayant  choisi  l'année  comme  unité  de  temps  et  0  comme  origine 
des  temps,  nous  pouvons  faire  correspondre  aux  divers  couples  de 
nombres  (x,  y)  les  points  d'un  plan,  rapportés  à  un  système 
d'axes  OY  (axe  des  temps)  et  OX  (axe  des  âges). 

Soît  X  l'âge  de  {x)  au  moment  de  sa  mort,  y  l'époque  à  la  fin  de 
laquelle  il  est  né;  le  segment  de  droite  qui  joint  les  points  o,  y) 
et  (x,  y)  a  une  longueur  proportionnelle  à  la  durée  de  la  vie  de 
l'individu.  Nous  l'appellerons  ligne  vitale  ou  ligne  de  vie  de  l'indi- 
vidu considéré.  Faisons  correspondre  maintenant  un  ligne  de  vie 
à  chacun  des  individus  nés  vivants  pendant  une  période  donnée 
(a,,  (où  «2  =  ai  -h  i)  :  le  rapport  du  nombre  des  points  (x,  y) 
contenus  dans  le  parallélogramme  bcc'b'  au  nombre  de  points  d'in- 
tersection des  lignes  de  vie  avec  la  droite  d'équation  x=i  repré- 
sente la  probabilité  pour  qu'un  individu  de  la  génération  considérée 
meure  à  un  âge  compris  dans  l'intervalle  .r,,  x.^  (oii  x.^  =  x^-\-I). 

C  est  le  nombre  de  ces  points  que  la  recherche  statistique  doit 
déterminer. 

f  Q.  —  Le  nombre  des  points  {x,  y)  contenus  dans  bccff  s'ap- 
pellera le  premier  ensemble  de  morts  et  sera  désigné  par  la  notation 
Mj  {Xi,  a^)  ;  le  nombre  des  points  d'intersection  avec  la  droite 
X  =  Xi  des  lignes  de  vie  correspondant  aux  individus  nés  vivants 
de  la  génération  (a„  Cg),  s'appellera  le  premier  ensemble  de  vivants 
Vj  {x,  ai).  On  a  évidemment  : 

Ml  {x,  a,)  =  Vi        a,)  —  V,  .r.,  a,). 

Pour  des  raisons  auxquelles  nous  avons  fait  allusion  précédem- 
ment, le  premier  ensemble  de  vivants  ne  peut  pas  être  relevé 
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immédiatement,  tandis  qu'un  relevé  statistique  peut  parfaitement 
nous  donner  le  nombre  que  nous  appellerons  deuxième  ensemble 
de  viviuUs  et  que  nous  désignerons  par  la  notation  Y,  (oi,  Zi)  :  ce 
sera  le  nombre  des  personnes  nées  pendant  la  période  (a^,  a,)  et  en 
vie  à  l'époque  Zi  (l'âge  de  ces  personnes  est  compris  entre  z^^a^^ 


—  tti  —  i).  Le  nombre  des  points  contenus  dans  le  parallélo- 
gramme Cbd'b'  est  celui  des  individus  qui,  nés  pendant  Tinter- 
valle  (ai,  a^),  meurent  pendant  l'intervalle  (Zf,  z,)  :  nous  Fappdle- 

rons  second  ensemble  de  morts  et  nous  le  désignerons  par  Mi{a^,  z^) 
(l'âge  des  individus  correspondant  à  ces  points  oscille  évidemment 
entre  Z|  —    -h  i  et    —    —  i.  On  a  d'ailleurs  : 

M,  (a,,  z,)  =  V,  (a,,  z,)  —      (a,,  2j). 

Enfin,  le  nombre  de  ceux  qui  meurent  à  un  âge  compris  dans 
rintervaUe  Xt)  et  à  une  ^»oque  deTintervalle  (zi,  z,)  est  repré- 
senté par  le  nombre  des  points  intérieurs  au  parallèlogramoie 
b'bc'c  :  nous  l'appellerons  troisième  ensemble  de  morts  et  nous  le 
désignerons  par  Mg  {x^,  Zi). 

Si  on  convient  de  remplacer  les  diverses  surfaces  par  les  nombre^ 
des  points  qui  y  sont  contenus,  la  figure  montre  immédialemmt 
que  l'on  a  : 

M,  {x^,  z,)  =  V,  («0,  z^)  —  V,  (x,.      +  V,  {x,,  a,)  —  V,  (a.,  z,). 

Nous  appellerons  enfin  premier  et  second  ensemble  élémentaire 
de  morts f  et  nous  désignerons  par  Ei  (a?j,  ai,  Zj)  et     (X|,  a,,  z,), 

BnoGGC  5 
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les  nombres  de  points  contenus  respectivement  dans  les  triangles 
cdb\  cbh'  (triangles  éqiMlatéraux  si  «  =  3)  :  le  prunier  exprime 
le  nombre  des  individus  nés  pendant  la  période  (a,,  a,)  et  morts 
pendant  la  période  (z„  z^)  à  un  âge  de  l'intervalle  (x„  x^)  ;  le 
second  exprime  le  nombre  des  individus  nés  pendant  la  période 
(û,,  a,)  et  morts  pmidant  la  période  {z„  z,)  à  un  âge  de  1  inter- 
valle (x^,  x^).  Les  ensembles  élémentaires  sont  caractérisés  par  la 
propriété  suivante  :  si  on  connaît  à  moins  d'un  an  près,  deux  des 
trois  éléments  spécifiques     y,  z  d'un  individu  appartenant  à  l'un 
de  ces  ensembles,  le  troisième  élément  se  trouve  aussi  déterminé  à 
moins  d'un  an  près;  ils  diffèrent  en  cela  des  ensembles  considérés 
tout  d'abord  ou  ensemble  principaux  {Hauptgesamtheiten  dans  la 
terminologie  des  auteurs  allemands)  :  pour  ces  dernier»,  à  une 
variation  possible  d'un  an  pour  deux  des  trois  éléments  spécifiques, 
correspond  pour  le  troisième  élément  une  variation  possible  dé 
deux  ans.  Cela  résulte  évidemment  et  des  définitions  et  de  la 
figure. 

il.  —  On  a  évidemment  : 

Nous  nous  proposons  de  voir  quelles  expressions  on  pourrait 
prendre  pour/)  et  q,  m  lieu  des  expresnons  (4^  dans  le  cas  où  la 
recherche  statistique  fournirait  d'autres  ensembles  que  les  pre- 
miers ensembles  de  morts  ou  de  vivants  :  c'est  le  cas  où  la  table  de 
mortafité  à  construire  serait  une  table  d'individus  en  vie  au  même 
moment  et  non  pas  la  table  d  une  génération  déterminée. 

Supposons  qu'on  ait  obt^u  par  la  statistîqne  les  ensembles  élé- 
mentaires de  morts  et  les  seconds  ensembles  de  vivants.  On  a 
évidemment  : 

a„     -i-  E,  («j,  Oj,  z,)  =  M,  (a?,,  a,) 
V,  (fli,  2,)  =  V,  (x„  a,)  —     (x,,  a,,  zj 
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car  le  nombre  des  individus  qui,  appartenant  à  la  génération 
(a,,  a^),  sont  en  vie  à  lepoque  z,,  augmenté  du  nombre  des  indi- 
vidus de  la  même  génération  qui  sont  morts  pendant  la  période 

"(2,,  Z2)  après  avoir  dépassé  l'âge  x^,  donne  une  somme  égale  au 
nombre  des  membres  de  la  génération  qui  atteignent  i'àge  ic^,  A 
l'aide  des  relations  précédentes,  on  obtient  ; 

q  =  E,  (x,,  a,,  z,)      E,  {x,,  g,,  z,)  _  M^jf^^jO 
^  (a,,  z^)  -h      (x,,  a„  z,)  (x,,  a,)' 

Mais  il  arrive  le  plus  souvent  que  les  ensembles  élémentaires 
Ej  et  ne  sont  pas  l'objet  d'un  dénombrement  spécial  ;  car  le 
classement  des  décédés  qui  ont  lieu  au  cours  d'une  année  donnée^ 
se  fait  simplement  selon  les  âges  des  décédés  pris  d'année  en  année, 
sans  considérer  dans  quelle  période  d'un  an  a  eu  lieu  exactement 
la  naissance.  Cette  hypothèse  suppose,  avec  nos  notations,  qu  on 
connaît  d'une  part  les  troisièmes  ensembles  de  morts  (relevés  sur 
les  registres  de  Fétat-cîvil)  et  d'autre  part  les  seconds  ensembles  de 
vivants  (résultant  des  recensements  de  la  population).  11  est  néces- 
saire, dans  ce  cas,  de  recourir  à  des  hypothèses  supplémentaires, 
permettant  d'obtenir  une  valeur  approchée  des  ensemUes  élém^~ 
taires,  lorsqu'on  connail  ks  troisièmes  ensembles  de  morts. 

12.  — Si  l'on  admet  que  les  variations  présentées  par  le  nombre 
de  naissances  d'une  année  à  la  suivante  sont  très  petites  et  par 
suite  négligeables  et  si  l'on  admet  bien  entendu  en  outre  que  k 
loi  d'élimination  exerce  une  action  constante,  on  pourra  admettre 
aussi  que  deux  ensemUes  élémentaires  relatifs  aux  mêmes  âges  et 
h  des  périodes  de  temps  adjacentes  contiennent  le  même  nombre 
de  points. 

Des  égalités 

Ei  (x^,  a^,  2j  =  E3  (x,,  a^,  z,)  =  Ei  («j.  a^,  z,) 

on  tire 

Ej       Cj,      =    M,  (xp  Cj) 
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et 

(5)  g  =  ^«(^t«0  

formule  qui  donne  des  valeurs  de  p  et  de  g  suffisamment  appro- 
chées, pour  tous  les  âges  autres  que  les  âges  extrêmes. 

Les  relations  établies  précédemment  entre  les  divers  ensembles 
et  les  autres  relations  qu'on  peut  en  déduire  aisément  permettent 
de  déterminer,  d'une  façon  analogue,  les  probabilités  de  décès  dans 
chaque  cas,  lorsque  la  nature  des  données  statistiques  est  déter- 
minée.  La  solution  du  problème  est  rigoureuse,  ou  simplement 
approchée,  suivant  qu'il  est  possible  ou  non  de  ramener  les  en- 
sembles fournis  par  l'observation  à  des  ensembles  du  premier 
ordre,  h  Faide  des  relations  résultant  de  la  représentation  graphique 
et  sans  avoir  recours  à  des  hypothèses  sur  l'équivalence  des  nom- 
bres de  points  contenus  dans  des  surfaces  non  superposées. 

VI.  —  Suite 

IL  —  Méthode  analytique.  —  V algorithme  de  Knapp 

13.  Soit  L  (x)  le  nombre  des  individus  appartenant  à  une 
génération  déterminée  (ai,  a,)  et  en  vie  à  Fâge  x  :  la  différence  : 

h{x)  —  L  (a:  H-  h) 

représente  le  nombre  des  décès  survenus  à  un  âge  de  l'intervalle 
(x,  X  -\-  h),  si  le  groupe  considéré  est  un  groupe  fermé,  c'est-à-dire 
un  groupe  qui  n'est  pas  soumis  à  des  phénomènes  de  migration. 

Si  h  est  très  petit,  la  différence  L  (a;)  —  L  (x  +  A)  est  égale  k 
un  nombre  entier  et  petit,  ou  à  zéro,  suivant  qu'il  y  a  eu  ou  non 
des  décès  pendant  l'intervalle  de  temps  considéré  ;  si  h  est  in£ni- 
ment  petit,  h  (x)  —  L  (a;  -j-  h)  est  égal  à  zéro  ou  à  l'unité. 

La  fonction  h(x)  est  donc  une  fonction  discontinue  décroissant 
depuis  k  valeur  positive  et  entière  L(x)  jusqu'à  zéro,  et  ayant  un 
nombre  fini  L(x)  de  points  de  discontinuité  en  chacun  desquels 
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elle  passe  de  la  valeur  finie  et  entière  L(x,)  à  la  valeur  L(a;J  —  i 

Il  résulte  de  la  définition  de  cette  fonction,  qu^elie  est  înté- 

grable  :  car  toute  fonction  bornée  qui  admet  un  ensemble  dénom- 
brable  de  points  de  discontinuité  en  chacun  desquels  la  fonction  a 


une  oscillation  finie  est  intégrable. 


00 


L(3c)cte 


exprime  évidemment  le  temps  vécu  par  le  groupe  h{x)  depuis 
l'âge  X  jusqu'à  rextinction  totale  du  groupe, 
n  résulte  également  de  la  définition  même  de  la  fonction  qu'dle 

n'a  pas  de  dérivée  en  L(5c)  points  de  l'intervalle  (ap,  oo)  et  que  sa 
dérivée  est  égale  à  zéro  en  tous  les  autres  points,  en  nombre  infini. 
Au  lieu  du  rapport 

lim  L(a;  4-  h)  —  L(a;) 
considérons  la  différence 

(6)  lim  [L{x)  —  L(x  +  /i)]  =  dHx) 

h  =  o 

et  posons 

dL{x)  =  X(a;). 

La  fonction  a(x)  est  égale  à  zéro  en  un  nombre  infini  de  points 
et  à  Tunité  en  un  nombre  fini  L(x)  de  points.  U  en  résulte  que 
Ton  a,  quels  que  soient  flc»  et  oc,      >  x^)  : 

l{x)dx  =  o. 

Xi 

La  démonstration  se  fait  très  simplement  en  divisant  l'int^p- 
vallc  (xi,  x^)  en  intervalles  partiels  et  égaux  et  en  séparant  ces 

intervalles  en  deux  groupes  :  le  premier  groupe  est  formé  des 
intervalles  qui  renferment  des  valeurs  de  X{£c)  égales  à  i  et  le 
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second  groupe  des  intervalles  dans  lea^  l(x)  est  constammenl 
nul.  L'mtégrale  étendue  aux  seconds  groupes  est  évidemment 
nuUe  ;  pour  les  premiers  groupes,  l'intégrale  est  inférieure  ou  égale 
à  la  somme  des  intervalles  eux-mêmes  :  mais  ceux^,  en  nombre 
fini,  peuvent  être  rendus  aussi  petite  quon  le  veut  ;  diMMjFintégnde 
est  nulle. 

Au  Keu  de  Fintégrale  (2),  considérons  la  sommation  continue 

S:îX(a:) 

de  l{x)  depuis  x,  jusqu'à  x,  :  nous  désignons  ainsi  la  somme  des 
valeurs  prises  par  l(x)  lorsque  x  prend  toutes  les  valeurs  de  Tin- 
tervalle  (x,,  x^)  en  nombre  infini.  L  opération 

S^X(x)=L(a?) 

est  évidemment  Topération  inverse  de  celle  définie  par  (6).  On  a  ; 
(9)  ^l\\(x)  =  L{x,)^h{x^) 

et  si  on  étend  TéquaUon  (9)  à  des  valeurs  de  x,  supérieures  à  a;,, 
on  a  : 


^2 


•^«1  Jg^ 


—  Plus  généralement,  si  la  génération  considérée  est  celle 
des  individus  nés  pendant  Fintervalle  (a,  y),  nous  poserons  : 

L(x)  =  L(a:,  y). 

Si  X  et  y  varient  d'une  façon  continue,  des  considérations  tout 
à  fait  analogues  à  celles  qui  ont  été  faites  pour  X(£c)  s'appliquent  à 
la  difi^^tielle 

Km  [h{x,y^h)-^h{x,y)]^ix{x,y) 

h  ss  o 
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et  à  l'expression 

—  lim  [tx(x  H- /i',/)— ix(ar,  j)]  =  X(x.y) 

qui  donne  le  nombre  des  individus  nés  pendant  l'intervalle 
îy^y-^-h)  et  morts  à  un  âge  de  Fintervalle  (x,  x  -^-h). 

Les  ensembles  introduits  précédemment  s'obtiendront  par  la 

sommation  continue  de  la  fonction  \{x,  y),  effectuée  par  rapport 
aux  deux  variables  et  étendue  aux  valeurs  de  et  de  j  comprises 
dans  les  intervalles  de  définition  des  ensembles. 

Le  nombre  des  individus  nés  pendant  1  intervalle  (ai,  a,)  el 
survivants  à  l'âge  x,  autrement  dit  le  premier  ensemble  de  vivante 
Vi(£Ci,  a^),  s'exprime  en  effet  par  : 

qui  est  égal  à 

S        S     X(£C,  y), 

à  cause  de  la  relation  (8)  qui  devient  ici  : 

x  =00 

y)=    S    l(x,  y), 

X  =  X 

On  a  aussi  d'une  façon  évidente  : 

S       s    ^{x,  y)  =  U^(x^,  a^) 
et,  si  l'on  pose  £C  =  z  —  y 

S       s   X(j^.  z  -  y)  =  V,(a,.  zj 
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On  a  donc  d'une  façon  analogue,  si  l'on  remplace  y  par  z  —  xi 

S        s   X(x,  z     a:)  =  M,(a;^, 

Des  expressions  analytiques  analogues  s'appliquent  aux  deux 
ensembles  élémentaires  pour  lesquels  les  limites  sont  définies  res- 
pectivement par  les  deux  groupes  d'inégalités  : 

ét 

d'après  la  définition  même  de  ces  ensembles. 
On  a  en  effet  : 

S  s     >^(a;,:r)  =£4(3?!,  a,  z,) 

7  =  02  x  =  ;:2— 7 

S         s  j)==E2(aîj,  a^,  Zj) 

d'où  la  relation  déjà  établie  : 

E,(arj,  a„  z,)     E,(a;„  a„  z,)  =  Mj(a?„  aj. 

15.  —  On  part  habituellement  de  l'hypothèse  que  la  fonction 

h[x,  y)  est  continue  et  dérivable  par  rapport  aux  deux  variables 
X  et  V,  c'est-à-dire  que  l'on  admet  l'existence  des  fonctions  f{x^y) 
et  ç(a?,  y)  définies  par  les  égalités  : 

(10)  h{x,  y-^dy)^  L(a:.  y)  =/(x,  y)dy 

La  première  fonction  exprime  le  nombre  des  individus  qui,  nés 
pendant  l'intervalle  infiniment  petit  dy,  sont  en  vie  à  l'âge  x  et  la 
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deuxième  le  nombre  de  ceux  qui,  nés  pendant  l'intervalle  dy,  sont 
encore  en  vie  à  mais  ne  le  sont  plus  à  l'âge  x  -h  dx  (^). 

L'équation 

(12)  f[x,y)=zz 

rapportée  à  un  système  de  coordonnées  cartésiennes,  définit  une 
surface  dans  l'espace  à  trois  dimensions  :  Zeuner  conâdère  la  dé- 
termination de  cette  surface  comme  le  but  lointain  et  inaccessible, 
au  point  de  vue  rigoureusement  mathématique,  de  toute  recherche 
statistique  et  de  toute  interprétation  analytique  de  cette  recher- 
che («). 

Mais  à  tout  système  de  valeurs  {x,  y)  correspond  aussi  un  point 
du  plan  XOY  considère  jusqu'ici  :  moyennant  l'hypothèse  de 
l'existence  d'une  fréquence  ou  densité  moyenne  des  naissances  et 
des  décès  pour  chaque  ensemble,  l'expression  analytique  des  divers 
ensembles  s'obtient  donc  en  substituant  aux  sommations  con- 
tinues considérées  tout  d'abord  des  intégrales  ordinaires  ou  des 
intégrales  prises  le  long  des  segments  ou  le  long  des  contours  des 
aires  qui  définissent  les  ensembles  dans  le  plan  XOY  (^). 

(*)  Celte  hypotlièsc  se  justifie  par  le  parallélisme  évident  qu'il  y  a  entre  le 
calcul  infinitésimal  et  l'algorithme  introduit  précédemment  :  dans  la  pratique, 
ce  dernier  n'est  nullement  indispensable.  Voir  Bohlmann  Ueber  Versieherung*- 
mathematik,  dans  Klbut  et  Rmcau  :  Ueber  angewandte  Math  md  Phytik,  p.  i36. 
Zbuxeb.  —  Loe.  cit.,  p.  11. 

(3)  Posons  y  =  fo{t)  X  s=s  ^  (t)  (o  et  ^  sont  supposés  dérivables  par  rapport 
\^  et  soit  G  la  coûÀe  décrite  par  le  point  (x,  y)  lorsque  le  paramètre  (  varie 
de    à  tf.  L'intégrale  prise  le  long  de  la  courbe  G  est 

ou,  si  Ton  pose  j  =  < 

Par  exemple,  le  premier  ensemble  de  vivants  s'obtient  par  une  intégration  le 
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VIX.  —  Déterminatioii  de  la  prohaMllté  de  déoès  dans 

les  groupes  oarerts. 


i6«  —  Le  problème  de  la  détermination  de  la  probabilité  de 
décès  dans  un  groupe  fermé  —  c'est-à-dire  qui  n'est  pas  soumis 
à  laction  de  phénomènes  de  migration  —  peut  être  considéré 
comme  mi  cas  particulier  du  problème  plus  com^dexe  de  la  déter- 
mination de  la  probabilité  de  décès  dans  des  groupes  ouverts  :  ces 
derniers  sont  ceux  qui  sont  soumis  à  d'autres  causes  de  diminution 
que  le  décès  des  membres  du  groupe  et  qui  sont  sujets  à  des- 
augmentations  provenant  de  l'entrée  dans  le  groupe  d'éléments  qui 
n'en  faisaient  pas  partie  au  commencement  de  la  période  pour 
kqueUe  on  veut  déterminer  la  probabilité  du  décès. 

La  notion  de  migration  est  prise  ici  dans  un  sens  qui  n'est  pas 
identique  au  sens  attribué  d'ordinaire  à  ce  mot  :  on  considère 
comme  une  migration  le  passage  d'une  catégorie  démographique 
donnée  à  une  autre,  par  exemple  le  passage  d'un  individu  de  la 
catégorie  des  célibataires  à  celle  des  personnes  mariées,  si  l'on  veut 
déterminer  la  probabilité  de  décès  pour  les  deux  classes  séparément. 


long  du  segm^t  bb'  de  noire  figure,  c'est-k-dire  qu'il  s'eiprime  par 

y  =  0-2 

Le  premier  ensemble  de  morts  s'obtient  an  contraire  par  une  intégration  le 
long  du  contour  hb'c'cb  =  C  dans  le  sens  défini  par  l'ordre  des  letk«s.  D'ajurèa- 
les  relations  (5)  et  (6)  du  texte  cet  ensemble  s'exprime  par  : 
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Le  problème,  dans  le  cas  actuel,  est  le  suivant. 
On  a  observé,  dans  un  groupe  donné  : 
L  individus  d'âge  x  ; 

D  individus  morts  à  un  âge  de  l'intervalle  {x,  x  ~>r  i)  ; 

I  individus  entrés  dans  le  groupe  à  un  âge  de  l'intervalle 
{x,  X  ^  i)  ei  dans  le  courant  de  l'année  d'observation; 

E  individus  sortis  du  groupe  par  émigration  à  un  âge  et  à  une 
époque  appartenant  aux  mêmes  intervalles. 

II  s'agit  de  déterminer  la  probabilité 

q{x,  a;  H-  i)  =  ç 

qu'a  un  membre  du  groupe  d'%e  x  de  ne  pas  atteindre  l'âge 
a?  -h  I. 

17.— L'expression  de  q  qu'on  adopte  habituellement  est  la 
suivante  : 


La  démonstration  de  cette  formule  est  basée  sur  les  hypothèses 
suivantes  : 

I.  —  Les  émigrations  et  les  immigrations  sont  réparties  unifor- 
mément sur  la  durée  entière  de  l'année  d'obsmration. 

II.  —  La  fonction  h(x),  qui  exprime  le  nombre  des  individus 
en  vie  à  l'âge  x  et  qu'on  suppose  continue,  est  telle  que,  si  l'on 
pose 

^  =  r  =  I,  2,  ...  /i  —  1^ 

on  a  : 

qix  -i-  rA,  a?      (r  -H  i)h)  =  -q{x,  x  +  i). 

En  d'autres  termes,  on  suppose  que  la  probabiHté  de  décès  reste 
constante  durant  toute  l'année  d'observation. 
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III.  La  probabilité  q(x  -\- k,  x h)  de  décès  à  un  âge  de  l'in- 
tervalle {x  -h  k,  X -k-  h) 

(o  <    <    <  1) 

est  pouF  chacun  des  individus  considérés,  indépendante,  du  fait 
d'appartenir  ou  non  au  groupe  pendant  la  période  h  —  k, 

Idh  représente  alors  le  nombre  des  individus  entrés  dans  le 
groupe  à  un  âge  de  rintervallc  x  -\-  Ji,  x  -h  h  dh, 
A  ce  nombre  correspond  un  nombre 

d'individus  en  vie  à  Fâge  x  et  qu'on  aurait  observés  s'ils  avaient 
fait  partie  du  groupe  à  l'origine  et 

est  le  nombre  des  décès  soustraits  à  l'observation,  du  fait  que  les 
individus  (i3)  n'appartenaient  pas  au  groupe  lorsqu'ils  avaient  un 
âge  de  l'intervalle  (x,  ac  4-  /i). 
D'une  façon  analogue  : 

expriment  respectivement  le  nombre  des  individus  sortis  du  groupe 

à  un  âge  de  l'intervalle  x  lu  x  h -h  dh,  le  nombre  des  sur- 
vivants à  l'âge  X  4-  I  parmi  Edh  individus  en  vie  à  l'âge  x -h  h  eï 
le  nombre  de  ces  individus  morts  à  un  âge  de  l'intervalle  x  -h  /t, 

fiC  -h  I. 

Par  suite,  si  l'on  attribue  à  h  toutes  les  valeurs  de  l'inter- 
valle (o,i)  en  nombre  infini,  on  obtient  comme  expression  du 
nombre  total  des  individus  (observés  ou  non  observés)  en  vie  à 
râge  X  : 
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et  comme  expression  du  nombre  total  des  décès  survenus  à  un 

âge  de  l'intervalle  {x,  a?  4-  i)  : 

d'où  l'on  déduit  que  la  probabilité  demandée  est  : 

W       9  L  -i-  I*/(x)  

où 

k-  r 

Jo  + 

Mais  on  a,  à  cause  de  II, 

g  (ar  H-  A ,  0?  -h  i)  =  (i  —  h)q 

d  oLL  l'on  déduit  aisément  : 

ki(x+i)=i(x+i)r  j^^^  =  jf'  [I  -(i-  A),]  dfc= I  - 1 , 

et  l'équation        devient  : 

9L  =r  D  -H  lkl(x)  (I  —  g)  -i-  E  —  I—  Efc/(a;  -H  i) 
=  D  —  (I  —  E)  [i  —  kl  (x  -h  i)] 

D  =  gLH-(I«E)(i-n-i7) 

D 


(i5)  q  = 


L  +  ^(I^E) 


18.  —  Il  serait  aisé  de  démontrer  que  l'on  parvient  à  la  même 
formule  en  supposant  que  la  probabilité  de  décès  pour  des  périodes 
inférieures  à  un  an,  au  lieu  d'être  proportionndle  à  la  durée  de  ces 
périodes,  est  définie  par  Téquation  : 

l{x  H-  A)  =  l(x)  ^  h[l(x)  —  l(x  -4-  I)] 
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III.  La  probabilité  q{x  -h  k,  x -h  h)  de  décès  à  un  âge  dcj, l'in- 
tervalle (ac  -h  A,  a?  -h  A) 

(o  <    <  A  <  i) 

est  pour  chacun  des  individus  considérés,  indépendante,  du  fait 
d'appartenir  ou  non  au  groupe  pendant  la  période  h  —  k, 

Idh  représente  alors  le  nombre  des  individus  entrés  dans  le 
groupe  à  un  âge  de  Tintervalle  x  +  h,  x  -^^  h dh, 

A  ce  nombre  correspond  un  nombre 

(i3)  i   M  dh 

d'individus  en  vie  à  Fâge  x  et  qu'on  aurait  observés  s'ib  avaient 
fait  partie  du  groupe  à  l'origine  et 


Idh 


l[x) 


\l{x  h) 

est  le  nombre  des  décès  soustraits  à  l'observation,  du  fait  que  les 
individus  (i3)  n'appartenaient  pas  au  groupe  lorsqu'ils  avaient  un 
âge  de  l'intervalle  (a:,  x  -\-  K), 
D'une  façon  analogue  : 

expriment  respectivement  le  nombre  des  individus  sortis  du  groupe 
à  un  âge  de  l'intervalle  x  h,  x  -h  h-{-  dh,le  nombre  des  sur- 
vivants à  l'âge  a;  -^  I  parmi  Edh  individus  en  vie  à  l'âge  a;  A  et 
le  nombre  de  ces  individus  morts  à  un  âge  de  l'intervalle  x-h  h, 

«H-  I. 

Par  suite,  si  l'on  attribue  à  h  toutes  les  valeurs  de  l'inter- 
valle (o,i)  en  nombre  infini,  on  obtient  comme  expression  du 
nombre  total  des  individus  (observés  ou  non  observés)  en  vie  h 
l'âge  x  : 

dh 
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et  comme  expression  du  nombre  total  des  décès  survenus  à  un 
âge  de  l'intervalle  (a;,  x     1)  : 

d'où  l'on  déduit  que  la  probabilité  demandée  est  : 

D  -h  1  J  lix)k^  I  i  —  EM(x-n)fc  —  i{ 
(«^)        9  =   L-r-i/c/(x) 


OÙ 


Mais  on  a,  à  cause  de  II, 

q{x  +  h,x  -h  i)  =  (l  —  k)(i 

d'où  Ton  déduit  aisément  : 

Ai(x+i)  =  Kx  +  i) £  j(i^=jf  ['-(— %]«'*=«-îî 

et  l'équation  (i4)  devient  : 

qL  =  D  -h  \kl{x)  (i  —  ^)      E  —  1  —      (x  4-  i) 
=  D  —  (I  —  E)  [i  —  W(x  -h  1)1 

D  =  9L-+-(I-E)(i  — H-^q) 
(,5)  g  =  ^  

L^i(I-E) 

f  g,  —  n  serait  aisé  de  démontrer  que  Ton  parvient  à  la  même 

formule  en  supposant  que  la  probabilité  de  décès  pour  des  périodes 
inférieures  à  un  an,  au  lieu  d'être  proportionnelle  à  la  durée  de  ces 
périodes,  est  définie  par  Téquation  : 

l{x  -h  /i)  =  l[x)  —  h[l(x)  —  l{x  -h  I)] 
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autrement  dit  en  admettant  que  les  décès  se  répartissent  unifor- 
mément sur  toute  l'année.  On  peut  aussi  adopter,  au  sujet  de  la 
fréquence  des  émigrations  et  des  immigrations  aux  divers  âges  de 
Fintmralle  (x,  x  +  i),  Thypothèse  de  Zenner,  qui  consiste  à 
supposer  que  celte  fréquence  est  proportionnelle  au  nombre  des 
survivants  ayant  l'âge  considéré. 
Si  Ton  pose 

L'=:L-hI  — E  —  D 

d'oii 

I  —  E  =  L'  —  L-hD 
Lh-Î(I  —  E)  =  i{L-f.L'-f-D} 

on  tire  de  l'équation  (i5)  : 

<'^)  1  =  L  +  L'  +  t) 

de  sorte  que  la  probabilité  de  décès  se  trouve  déterminée  en 

fonction  seulement  du  nombre  des  décès  observés  et  du  nombre 
des  membres  du  groupe  au  début  et  à  la  fin  de  l'année 
d'observation. 

On  aurait  pu  suivre  une  autre  voie  pour  établir  le  résultat  pré- 
cédent et  pour  montrer  l'équivalence  des  diverses  hypothèses 
énoncées  plus  haut  relativement  à  la  répartition  des  migrations 
dans  le  cours  d'une  année  ;  l'équation  (16),  interprétée  au  point  de 
vue  statistique,  nous  montre  qu'il  suffit,  pour  déterminer  les  pro- 
babilités de  décès  même  dans  des  groupes  ouverts,  de  connaître  les 
premiers  ensembles  de  vivants  et  les  ensembles  élémentaires  de 
morts  (sans  s'occuper  de  savoir,  pour  ces  derniers,  si  les  individus 
observés  à  l'âge  x  appartiennent  ou  non  au  groupe)  (^). 

(*)  Voir  aussi  :  hEta.-^Abh.  z.  Th.  der  BevœVeermgs-md'Morabtat.  léna,  1903. 
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VIII.  —  Introdaotlon  de  nonvellMi  taieUons  bimnétriqiies. 


Î9.  —  Les  fonctions  =  g[x,  x  ^  i),  =  i  —  y,, 
Ix,  Ix  —  4-1-1  =  dx  considérées  jusqu'ici  suffisent,  même  si  on  les 
prend  isolément,  pour  définir  la  loi  de  mortalité  d'un  groupe 
donné  aux  divers  âges  exprimés  par  des  nombres  entiers  d'années  : 
mais  à  côté  de  ces  fonctions,  on  en  introduit  quelquefois  d'autres, 
liées  à  ces  dernières  par  des  relations  analytiques  déterminées,  en 
vue  d'objets  particuliers  ou  de  conditions  spéciales  imposées  par 
les  développements  analytiques,  ou  simplement  comme  expressions 
parallèles  à  celles-là  et  pouvant  leur  être  substituées  ;  on  donne  à 
ces  diverses  fonctions  le  nom  générique  de  fonctions  biométriques 
et  on  entend  quelquefois  par  table  de  survie  ou  de  mortalité  une 
table  des  valeurs  de  toutes  ces  fonctions  ou  de  certaines  d'entre 
elles. 

20.  —  Nous  avons  vu  (S  6,  n'*  i3)  que  la  fonction  L  est  inlé- 
grable  et  que 

(ro  désignant  l'âge  extrême  de  la  table  de  survie)  exprime  le  temps 
total  vécu  par  l'ensemble  des  /,  individus  ayant  l'âge  x.  Le 
quotient 

I 

O7J  r  I    Wa;=:  E, 

s'appelle  vie  moyenne  de  l'individu  d'âge  x  et  exprime  la  dnié» 
qu'aurait  la  vie  de  chacun  des  /,  membres  du  groupe  si,  1  l^dx 

J  X 

conservant  le  sens  précisé  plus  haut,  tous  les  individus  vivaient  le 
même  temps. 
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On  a  manifestement  U  >  >  ...  >  o,  de  sorte  que  : 
ou,  si  i  on  pose 


On  peut,  en  l'absence  de  renseignements  plus  précis  au  sujet  de  4» 
se  servir  du  postulat  de  Gaucliy  et  prendre  : 

(l8)  E,=:C,4-i. 

C'est  cette  quantité  e»  +  ^  que  les  actuaires  angkds  appellent 

complète  expectation  of  life  et  qu'ils  désignent  par  par  opposition 
avec  ex  =  curtate  expectation  of  life). 


ZO.  —  De  l'égalité 
on  tire,  d'une  façon  évidente 


2'. 


n=:  I 


®  I 


21  •  —  La  notion  de  vie  probable  est  différente  :  c'est  encore  un 
élément  tel  qu'on  peut  difficilement  le  prendre  comme  expression 
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correcte  de  la  loi  de  mortalité.  Si  l'on  pose  : 

W,  s'appelle  la  vie  probable  correspondant  à  Uge  x  :  il  serait  très 
aisé  de  démontrer  que  la  vie  probable  et  la  vie  moyenne  coïncident 
si  on  a  : 

22.  —  On  peut  étendre  la  notion  de  probabilité  de  décès  à  des 
périodes  plus  petites  qu'un  an  et  à  des  périodes  infiniment  petites, 
en  supposant  qu'Q  existe  une  fonction  de  x,  continue  pa^ 
rapport  à  a?,  représentant  le  nombre  des  survivants  à  l'âge  x  même 
pour  les  valeurs  non  entières  de  x. 

Représentons  par  /x^cb  la  probabiHté  pour  que  x  meure  pen- 
dant rintOTvalle  de  temps  infiniment  petit  dx.  De  l'égalité 

'  * 

on  tire  aisément  : 

(ai)  =  —  i 

Ig  dx 

L'inégalité  4  >  t+,(A  >  o)  montre  que  =  g  est  négatif, 
d'où  l'on  conclut  ti^  >  o  quel  que  soit  x. 

La  quantité  /x,  s'appelle  coefficient  instantané  de  morUdité  ou 
force  de  mortalité  :  ce  dernier  nom,  introduit  par  Woolhouse 
(force  ofmortalify),  est  celui  qui  est  adopté  en  général  (»). 

(')  Yoy  BoRïKiEvicz  (Die  Minière  LebensJaacr,  lena,  i8û3,  p.  A)  imUte  nir 
ce  fait  que      n'est  pas  une  probabilité  (c'est  seulement  l'infiidinent  peUt 
t'^ruL     f        Probabilité)  et  il  trouve  qu'il  serait  plu»  logique  afrapp^ 
Dichtichkeit  der  Sterbens^vahrschein^ichkeit  (densité  de  la  probabilité  de  S 
On  emploie  également  l'expression  Slerbe-Mensîtat  :  une  autre  expression 

r  rriîî^-t.r''"   'Sr*      ^'^^P^^^^^i^-  ^-^-^^^^-^       SterbUchkeU  (intensité 
de  la  morlahlé)  que  Wewkroaard  (Grandzuge  der  Théorie  der  Statistik 
lent,  1890,  p.  175)  voudruk  voir  adopter.  ' 

Bboggi 

6 


8i 


23.  —  L'équation  (ai)  étant  mise  scms  la  fonne 

on  en  déduit  en  intégrant  entre  des  limites  indéfinies  et  entre  le» 
limites  x,  Xi  (xi  -<  x)  : 


itjbc  =  —  log  {,  -H  e 

jTfMte  =  -  log  ^  =  kg  ^ 

et  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres 

(32)  =  Ce-fi^ 

d'où,  si  on  suppose  x^Xi-h  i  : 

(aS)  p(x,x-^  i)p^  =  e— J« 

(a4)  q(x,  a;  +  i)  =  ^,  =  I  — .  e'^Jx 


)^4U  —  De  l'équation 


on  déduit  de  m&ne  : 


a?4 


et  si  l'on  pose 
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as 


(où  o  <  5  <  i) 


m 


on  a 


(a5) 


m  = 


1.7 


Ijix 


La  quantité  m  ou  coefficient  moyen  de  mortalité  dans  un  in- 
tervalle donné  reçoit  simplement  le  nom  de  coefficient  de  mortalité 
dans  cet  intervalle  :  ce  n'est  pas  autre  chose  que  la  valeur  moyenne 
entre  les  diverses  valeurs  prises  dans  l'intervalle  par  le  coeffîcieal 
instantané  de  mortalité  ('). 

Si,  dans  l'équation  (26),  on  pose  :  a;,  =  a?,  a?^  >  w,  on  a  : 


(aG) 


m 


I 

E 


égaUté  qui  fournit  une  relation  très  simple  entre  la  vie  moyenne  à 
un  certain  âge  et  le  coefficient  moyen  de  mortafité  relatif  à  Imter* 
valle  qui  sépare  cet  âge  de  l'âge  extrême  de  survie. 

On  en  déduit  aussi,  en  désignant  par  le  coefficient  de  mor- 
talité dans  l'intervalle  {x,  a?  -f-  i)  : 


(27) 


^5.  —  En  l'absence  d'une  expression  analytique  de  la 
fonction  4,  on  ne  peut  pas  déterminer  |x«  d'une  façon  effective. 
D'où  la  nécessité  de  faire  des  hypothèses  qui  permettent  d'obtenir 
les  valeurs  de  h  pour  les  valeurs  firactionnaires  de  la  variable  x 
en  fonction  des  valeurs  de  4  pour  les  valeurs  entières  de  x.  Sup- 


(»)  Von  Bortweyicz.  —  Mittl  Lebensd,  p.  ô  et  6. 
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posons,  par  exemple,  que  4  s'exprime  à  Taide  d'une  fonction  en- 
tière de  deg;ré  m  et  que  Ton  pose  : 

(a8)      /h-»  =/(^  -h  2)  =  ?W  =  a  -h  -H 

On  trouve  très  aisément  que  l'on  a  (f'(o)  =/(a?)  =  ^,  d'où  : 

(29)  iiadx  =  —  & . 

On  déterminera  la  constante  par  des  procédés  bien  connus  : 
l'égalité  (2g)  fournira  alors  une  valeur  de  |x  d'autant  meilleure  que 
le  nombre  des  points  connus  par  lesquels  passe  la  courbe  (28)  est 
plus  grand. 

Si  on  suppose  m  =  4  et  si  on  fait  passer  la  parabole  (28)  par 
les  points  d'abscisse 

on  obtient  : 

f(x)  — 

^  _  8[/(x  -  1)  -J{x  +  0]  ~  [/(X  -  2)  ^/(x  +  2)] 

L'interpolation  de  à  l'aide  de  3  ou  de  2  points  fournit  de 
même  comme  expression  de  ^ixdx  : 

(^^)  2/(x) 
OU 

(.^^)  f(x) 

L'bypotbèse  à  laquelle  correspond  l'expression  (82)  est  celle 
d'une  variation  linéaire  de  L  :  elle  est  connue  sous  le  nom  d'hypo- 
tbèse  de  De  Moivre  et  elle  ne  peut  être  acceptée  que  pour  des  in- 
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tervalles  de  temps  relativement  restreints.  Mais  dans  ce  cas  on  a 
aussi 


et  l'expression  (26)  du  coefficient  de  mortalité  m  devient  alors  : 


(33) 


h  —  l 


dx 


d. 


s 


La  quantité  définie  par  l'équation  (33)  est  le  coefficient  central 
de  mortalité  (central  death  rate)  des  actuaires  anglais. 

!M.  —  Si  on  admet  au  contraire  que  c'est  fi.«  qui  varie  linéai- 
rement, on  trouve 


X 


a;  -f-  I 


(34) 


et,  si  on  remplace  l'expression  (34)  par 

9,  =  f*x+I  -S 


qui  en  diffère  de  moins  de 


'  a 


(substitution  d'autant  plus  légitime  qae  [Lx  est  plus  petit),  on 
trouve  : 
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d'oà 
(36) 


P*== 


*      I_î?î  Ix+i 
2 

—  On  appelle  finalement  vie  la  plus  probable  d'un  individu 
d'âge  X  la  diUérence  g  —  a?,,  où  l'on  suppose  que  «  =  $  vérifie 
les  relations 


(38) 


=  o 


Les  relations  (38)  définissent  en  efiet  la  valeur  maxima  de  la 
probabilité 

 dix   j_  dix 

^«4  Ixi  dx 

pour  que  meure  à  un  âge  de  l'intervalle  (x,  œ  -h  dx)  :  à  ^  cor- 
respond, d'après  un  théorème  de  géométrie  différentielle  bien 
connu,  un  point  d'inflexion  de  la  courbe  4  =  y* 

Quant  à  la  valeur  probable  de  h  vie  d'un  individu  (x)  ddge  x^, 
au  sens  défini  par  le  calcul  des  probabilités  (I,  8),  c'est  la  quantité 
Ea^i  déjà  considérée  :  cela  résulte  de  la  définition  même  de  si 
on  déduit  cette  quantité,  non  plus  du  temps  total  vécu  par  l'en- 
semble des  (r,  individus  d'âge  x^,  mais  de  la  somme  des  probabi- 
lités pour  que  cbacun  des  {x^)  survive  x  —  x^  années,  chaque  pro- 
babilité étant  multipliée  par  x  —  x^.  L'intégration  par  parties 
donne  en  efiet 

di 
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IX.  —  MoxtaUté  de  groupas  spédaiix 

—  Dans  les  recherches  qui  précèdent  nous  avons  admis 
Texistence,  pour  un  groupe  d'individus  donné,  d'une  probabilité  de 
décès  fonction  de  Fâge  et  de  Tâge  seulement  (la  durée  des  périodes 
auxquelles  est  rapportée  cette  probabilité  étant  supposée  fixe). 

Demandons-nous  maintenant  quels  sont,  en  dehors  de  Tâge,  les 
facteurs  dont  dépend  la  mortalité  et  quelle  est  l'influence  de  cba- 
cun de  ces  facteurs. 

Le  problème  est  bien  loin  d'être  résolu,  à  supposer  qu'il  soil 
susceptible  d*une  solution  rigoureuse  :  s'il  est  démontré  par  la  sta- 
tistique que  certaines  conditions  individuelles  ont  une  influence 
sur  la  mortalité  (sexe,  situation  économique,  profession,  genre  de 
vie,  abus,  usage  ou  abstinence  des  boissons  alcooliques,  des  exci- 
tants, etc...,  état  civil,  hérédité  et  atavisme,  etc...),  les  données 
scientifiques  qu'on  possède  sont  plutôt  de  nature  à  faire  regretter 
de  n'avoir  pas  des  connaissances  plus  approfondies  à  ce  sujet  que 
de  nature  à  permettre  une  application  pratique  des  connaissances 
actuelles. 

On  peut  peut-être  faire  une  exception  en  ce  qui  concerne  le 
sexe  :  les  relevés  séparés  de  la  mortalité  masculine  et  de  la  mor- 
talité féminine  constituent  en  effet  une  des  recherches  les  plus 
fodles  et  les  moins  souvent  oubliées. 

Rappelons  ici  cpie  la  mortalité  des  femmes,  seosiUanent  infé- 
rieure à  la  mortaUté  des  hommes  dans  les  premières  années  de  la 
vie,  la  dépasse  d'une  petite  quantité  de  la  io°  à  la  année  ainsi 
qu'à  l'époque  où  la  fécondité  de  la  femme  est  la  plus  grande  (de 
27  à  35  ans),  puis  lui  redevient  inférieure  en  s'en  écartant  (en 
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moins)  surtout  aux  âges  les  plus  avancés  (à  partir  de  5o  ans).  La 
marche  de  la  mortalité,  ainsi  définie,  a  été  mise  en  lumière  (sauf 
pour  l'enfance  et  l'adolescence)  par  les  recherches  faites  sur  des 
groupes  assurés  en  Angleterre  et  en  Allemagne  ;  elle  résulte  aussi, 
au  moins  en  partie,  des  données  que  nous  reportons  plus  bas  et 
qui  concernent  la  population  allemande  (de  187 1  à  1881)  et  la 
population  italienne  (de  1876  à  1887)  :  pour  cette  dernière  la  mor- 
tahté  plus  forte  des  femmes  à  l'époque  de  la  fécondité  est  particu- 
lièrement sensible. 


Pc^nlatîon  allemande 

Popnlatioii  ita 

lûniie 

Age 

Nombre  des  survivants 

Age 

Nombre  des  survivants 

Hommes 

Femmes 

Hommes 

Femmes 

0 

100000 

100000 

0 

I 00000 

100000 

I 

74637 

78260 

I 

78690 

80670 

5 

65997 

69295 

5 

62863 

64273 

10 

63089 

65237 

10 

594 1 0 

6o5i8 

i5 

6089a 

63878 

i5 

57914 

58759 

37 

55937 

59170 

27 

52797 

53332 

3o 

54454 

57566 

3o 

5i473 

51766 

35 

5i8i5 

54685 

35 

49321 

49178 

40 

48775 

51576 

40 

46903 

46439 

5o 

41328 

45245 

5o 

4o83r 

40908 

60 

3lI24 

36393 

60 

323 19 

33229 

70 

17750 

21901 

70 

19797 

2003l 

Cependant  des  recherches  sur  la  population  hollandaise  faites 
récemment  par  Landré  et  Paraira  semblent  démontrer  que  la  dimi- 
nution dans  la  mortalité  des  enfants  (phénomène  qui  n  est  pas 
douteux  d  après  d  autres  recherches)  est  actueUement  plus  sensible 
pour  les  garçons  que  pour  les  fdles,  d'où  une  atténuation  dans  la 
différence  observée  d'abord  au  détriment  des  enfants  mâles 
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Nous  sommes  ainsi  conduits  à  nous  demander  si  la  mortalité 
varie  avec  le  temps,  et  comment  elle  varie.  Certains  font  observer 
que  la  mortalité  doit  être  considérée,  dans  lensemble,  comme  cons- 
tante et  qu'on  remarque  seulement  une  mortalité  plus  laible  chez 
les  riches  et  plus  forte  chez  les  pauvres,  les  différences  se  compen- 
sant mutuellement.  D'autres  au  contraire  estiment  que  la  statis- 
tique a  mis  en  évidence  une  diminution  dans  la  mortalité  au  cours 
du  dix- neuvième  siècle  :  on  invoque  les  résultats  de  la  statistique 
officielle  (surtout  de  la  statistique  de  la  Suède,  qui  comprend  les 
données  du  xix'  siècle  et  de  la  deuxième  moitié  du  xvm'),  et  les 
résultats  relatifs  à  divers  établissements  d'assurance  ou  à  des  pro- 
fessions particulières 

Mais  s'il  n'est  pas  douteux,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  remar- 
qué>  que  la  mortalité  des  enfants  diminue,  et  si  la  mortalité  des 
jeunes  gens  paraît  diminuer  également,  il  y  a,  pour  les  personnes 
âgées  de  plus  de  5o  ans,  plutôt  une  aggravation  qu'une  améliora- 
tion dans  la  mortalité  (^)* 


^  (^)  Westbrgaakd.  ~ Die  Gmndzvgc,  etc  .,  p.  i65.  —  Die  Lehre  von  clerMorla- 
mat  und  der  MorbilUàt,  lena,  1902.  Cette  deuxième  œuvre  do  Westergaard  est 
la  plus  complète  que  Ton  ait  en  matière  de  statistique  vitale. 

(')  Du  moins  suivant  les  recberches  pr^ntées  au  Congrès  international  des 
Actuaires  de  New-York  (1904),  par  MM.  Warner  (sur  la  population  anglaise) 
et  Gore  (sur  la  population  de  l'Amérique  du  Nord).  Mais  «  la  discussion  a  mis 
avant  tout  en  évidence  la  nécessité  de  données  statistiques  plus  nombreuses  et 
recueillies  par  des  procédés  plus  uniformes  pour  pouvoir  énoncer  des  conclu- 
sions d'un  caractère  général...  »  et  la  question  de  la  diminution  de  la  mortalité 
(c  n'apparaît  en  aucune  façon  comme  résolue  par  les  travaux  du  Congrès  ;  elle 
semble,  au  contraire,  plus  compliquée  qu'auparavant  ».  Les  deux  citations  pré- 
cédentes sont  tirées,  la  première  du  rapport  du  professeur  Gobbi  au  Ministre  de 
rAgricuUure  d'Italie  sur  les  travaux  du  Congrès,  la  deuxième  d'un  rapport  sur 
les  mêmes  travaux  publié  par  le  D»*  Mânes,  dans  le  Zeitschrift  fur  die  Gesamte 
Vertieherungsu)i$senehafl.  Pour  la  population  de  rAUemagne  le  Bureau  impé- 
rial de  statistique  remarque  également  que  les  données  exprimant  le  rapport 
entre  le  nombre  des  vivants  à  un  certain  âge  et  le  nombre  des  naissances  dans 
l'année  d'où  proviennent  ces  vivanU  ne  suffisent  pas  pour  permettre  de  résoudra 
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2,g^  —  Mais,  même  en  supposant  identiques  toutes  les  autres 
caractéristiques  (âge,  profession,  race,  époque  de  la  naissance,  etc.), 
un  groupe  d'individus  assurés  se  différoade  d'un  groupe  d'indÎTi* 
dus  non  assurés  par  le  fait  que  les  seuls  individus  qui  puissent  en- 
trer dans  le  groupe  ou  qui  soient  conduits  à  y  entrer  sont  ceux 
qu'on  a  jugés  ou  qui  se  sont  jugés  d'eux-mêmes  dans  des  con- 
ditions de  santé  particulièrement  bonnes.  En  d'autres  termes  le 
groupe  présente,  au  moment  de  sa  formation  et  pendant  uxk  tanps 
plus  ou  moins  long  à  partir  de  ce  moment,  une  mortalité  au-dessous 
de  la  normale,  par  suite  de  la  séleclion  exercée  au  début  pai'  l'assu- 
reur ou  par  les  assurés  eux-mêmes. 

Une  division  fondamentale  est  celle  des  op^tions  d'assurances 
en  deux  classes  comprenant,  la  première  les  opérations  en  cas  de 
mort,  et  la  deuxième  les  opérations  en  cas  de  vie. 

Pour  la  première,  la  somme  assurée  est  versée  par  l'assureur 
dans  la  période  unitaire  pendant  laquelle  a  lieu  le  décès  et  cette 
somme  peut  n'être  payée  au  moment  du  décès  que  si  l'assuré 
meurt  avant  une  certaine  époque.  Il  est  donc  de  Tintérèt  de  l'assu- 
reur que  les  individus  assurés  meurent  le  plus  tard  possible  :  c'est 
pourquoi  il  a  recours  à  un  examen  médical  qui  lui  permette  d'ex- 
clure de  l'assurance  tous  les  candidats  chez  qui  l'état  de  santé  et  le 
genre  de  vie  laissent  prévoir  une  faible  rédstance  aux  maladies  et 
une  mort  à  une  époque  peu  éloignée. 

A  l'égard  de  l'assurance  en  cas  de  mort,  les  individus  ou,  pour 
employer  le  terme  technique,  les  risques  peuvent  être  classés  en 
risques  normaux,  risques  anormaux  et  risques  exceptionnels.  La 
deuxième  catégorie  comprend  les  risques  que  l'assureur  accepte», 
mais  avec  des  restrictions  spéciales  ou  avec  des  augmentations  de 
prime  ou  encore  les  risques  acceptés  après  une  sélection  seulement 

le  problème  des  variations  de  la  mortalité  :  et  cela  à  cause  de  Tinfluencc  des 
émigrations  et  des  immigrations,  et  aussi  à  cause  de  l  irapossibilité  de  remon- 
ter à  une  époque  antérieure  à  i84i  :  la  mortalité  des  classes  les  plus  âgées 
échappe  donc  aux  recherches. 
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partielle  (^).  Dans  la  tiottikne  catégorie  on  range  les  risques  abso- 
lument inacceptaUes  ou  acceptables  seulement  ,  à  des  omditioiis 
tout  à  fait  exceptionnelles  (^)  ;  dans  la  première,  on  met  les  indivi- 
dus mâles  admis  à  l'assurance  en  cas  de  mort  dans  des  conditions 
normales  et  à  la  suite  d'un  examen  médical  complet. 

Dans  les  opératioas  en  cas  de  vie  les  engagements  de  l'assiormir 
sont  subordonnés  à  l'existence  de  l'individu  assuré  à  un  moment 
déterminé  ou  à  une  série  de  moments  déterminés  :  il  ne  convient 
donc  de  contracter  une  pareille  assurance  que  si  on  juge  soi-même 
qu'on  est  dans  des  conditions  telles  qu'une  mort  prématurée  pa- 
raisse improbable. 

Aux  deux  catégories  d'opérations  ainsi  définies  il  faudrait  ajouter 
une  troisième  catégorie,  celle  des  opérations  mixtes,  résultant  de  la 
combinaison  des  opérations  en  cas  de  mort  et  des  «opérations  en 
cas  de  vie.  Les  premières  étant  prépondérantes  d*liabîtude,  on  peni 
assimiler  cette  troisième  catégorie^  au  point  de  vue  des  effets  de  la 
loi  de  mortalité,  aux  opérations  en  cas  de  mort. 

Les  risques  contre  lesquels  on  s'assure  sont  d'babitude  les  risques 
appelés  plus  baut  risques  normaux  et  les  risques  des  opérations  en 
cas  de  vie  :  les  tables  de  mortalité  que  nous  aurons  l'occasion  de 
citer  par  la  suite  se  rapportent,  presque  exclusivement,  à  ces 
risques. 

A  èhacun  de  ces  risques  correspond  d'ailleurs  une  loi  de  morta- 
lité spéciale  :  la  mortalité  des  individus  assurés  en  cas  de  vie  (en 

-abrégé,  des  rentiers  viagers)  est  en  effet  plus  faible  que  la  mortalité 
relative  aux  risques  normaux. 

(')  Les  assurances  dites  assurances  populaires  par  exemple  assarent  en  cas  de 
mort,  pour  de  petites  sommes,  sans  examm  méidical  ;  «m  se  oontente  de  rece- 
voir du  candidat  la  déclaration  qu'il  jouit  d'une  bonne  santé. 

(*)  La  mortalité  particulière  à  cette  troisième  catégorie  (subdivisée  en  trois 
classes)  a  été  traitée  d'une  façon  particulièrement  complète  par  Blaschu, 
Denksclirift  zur  Lôsung  des  Problems  der  VersieheruHg  minderwertiger  Lebem^ 
Wien,  1895. 
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De  plus,  on  admet  réquivalence  des  divers  risques  composant 
une  même  classe.  Cette  hypothèse  n'a  que  la  valeur  d'un  artifice 
destiné  à  rendre  possible  la  détennmation  de  prîmes  basées  sur  des 
probabilités  :  en  fait  il  y  a  lieu  au  contraire  de  présumer  que  la  du- 
rée plus  ou  moins  grande  de  la  somme  assurée,  la  forme  spéciale 
d'assurance  ont  une  influence,  au  sein  de  chaque  classe,  sur  l'action 
plus  ou  moins  énergique  de  la  sélection  à  Tentrée  (*).  L'observation 
confirme  Texistence  de  Faction  de  ces  éléments  secondaires,  sans 
permettre  toutefois,  pour  l'instant,  une  mesure  précise  de  cette 
action. 

Sù.  —  Un  facteur  particulièrement  important,  en  ce  qui  con- 
cerne la  mortalité  des  groupes  assurés  est  la  durée  qui  s'est  écoulée 

entre  le  moment  où  le  groupe  s'est  formé  et  le  moment  où  l'on 
étudie  la  mortalité.  A  mesure  que  le  temps  s'écoule,  les  effets  de  la 
sélection  sont  en  effet  neutralisés  et  la  mortalité  du  groupe  se  rap- 
proche de  la  mortalité  de  groupes  analogues  non  soumis  à  la  sélec- 
tion. 

On  appelle  même  quelquefois  sélection  le  fait,  qui  résulte  de  là, 
que  la  mortalité  des  assurés  d'un  certain  âge  croît  sensiblement 
dans  les  3  à  5  premières  années  où  le  contrat  est  en  vigueur  (*). 

Ce  fait,  déjà  signalé  en  i85i  par  Higham,  pour  les  assurés  an- 
glais, et  confirmé  par  les  observations  ultérieures,  devait  conduire 
à  adopter  des  tables  de  mortalité  à  double  entrée  dans  lesquelles  la 
probabilité  de  décès  est  calculée  séparément  pour  chaque  âge  et 
pour  chacune  des  périodes  unitaires  pendant  lesquelles  l'opération 
est  en  vigueur. 

(*)  II  faut  tenir  compte  aussi  du  fait  que  chaque  forme  d'assurance  est 
choisie  de  préférence  par  certaines  classes  de  la  population,  ayant  une  morta- 
lité particulière.  Il  y  a  donc,  à  côté  de  la  sélection  médicale  et  de  l'anti-sélection 
une  troisième  forme  de  sélection,  agissant  parallèlement  aux  deux  autres,  et  à 
laquelle  on  a  donné  le  nom  hien  choisi  de  sélection  «ociale. 

(2)  Bohlmaux.  —  Loc.  cit.,  866. 
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Nous  aurons  l'occasion,  en  traitant  la  résiliation  des  contrats,  de 
faire  allusion  à  ce  qu'on  appeUe  V anti-sélection,  qui  provient  de 
l'abandon  de  l'opération  par  les  risques  les  plus  favorables  à  lassu- 
rcur. 


X.  —  Détermination  de  la  probabiUté  de  décès 
dftyta  les  groupes  clioisis. 

31^  Soient,  pour  une  certaine  forme  d'assurance, 

Do,  Di,  Da,  ... 

les  nombres  des  individus  d'âge  {x,  x  ^  i)  morts  pendant  la  pre- 
mière, la  deuxième,  la  troisième....  année  d'assurance  et 

l*0t  Li»  l-'ji  ••• 

les  nombres  des  individus  d'Age  x  faisant  partie  du  poupe  assuré 
depuis  o,  I,  2...  ans,  au  début  de  chaque  année  et  posons  : 

En  disant  que  q,  est  la  probabilité  a  posteriori  pour  qu'un  indi- 
vidu assuré  depuis  k  années  ne  survive  pas  au  delà  de  l  âge  a:  h-  i , 
nous  admettons  que  les  divers  individus  d'âge  x  entrés  dans  le 
groupe  depuis  k  années  sont  assimilables  entre  eux.  dans  le  sens 

déjà  expliqué  plusieurs  fois. 

Les  conridérations  du  numéro  précédent  montrent  que  1  on  a. 
an  moins  jusqu'à  une  certaine  valeur  k  de  l'indice  : 

(o)  9',<g't<9'»<  

(où  (/,  désigne  la  probabilité  o  priori  correspondant  à  q„). 

Si  on  laisse  de  côté  les  relations  (a)  et  qu'on  conwdère  le»  diverse» 
valeurs  de?*  comme  les  expressions  dune  même  probabilité  cons- 
tante a"  (considère  d'après  cela  comme  propre  à  tous  les  mdividus 
d'âge  X  faisant  partie  du  groupe  assuré)  le  problème  de  ladétermi- 
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nation  de  q  est  évidemment  identique  au  problème  de  la  déterml- 
nâtion  de  la  probabilité  a  posteriori  pour  qu'on  tire  une  boule 
blanche  ou  une  boule  noire  de  plusieurs  urnes  distinctes,  contenant 
des  boules  blanches  et  noires  dans  une  proportion  inconnue,  mais 
la  même  pour  toutes  les  urnes. 

Dans  ce  cas,  il  revient  au  même  de  tirer  les  boules  de  plusieurs 
urnes  séparées  ou  d'une  urne  unique  présentant  la  même  propor- 
tion relative  de  boules  blanches  et  de  boules  noires.  La  probabilité  ^ 
a  pour  expression  a  posteriori  : 

^^^^  î  — L,  -f-L»  -+.L,  -h  ... 

3<j.  —  Mais,  même  dans  l'hypothèse  d'une  probabilité  unique 
propre  à  tous  les  membres  du  groupe  d'âge  x,  chacune  des  proba- 
bilités q^,  qit  g,,  ...comporte  une  précision  différente,  si  les  L^^sont 
différents  pour  les  différentes  valeurs  de  à  et  il  y  a  lieu  de  reprendre 
les  raisonnements  en  affectant  ces  quantités  de  leurs  divers  poids 
dans  l'équation  qui  détermine  l'inconnue  q. 

Comme  inconnue  on  peut  prendre  : 

a)  soit  la  probabilité  de  décès  ^  ; 

b)  soit  le  nombre  probable  des  décès. 

Dans  le  premier  cas  Terreur  moyenne  qui  affecte  chacune  dei 
probabilités  a  posteriori  qk  est  : 


elle  est  proportionnelle  à  -4z  et  par  suite  le  poids  est  proportionnel 

à  Lfc  (Cf.  I,  S  5»  n.  2i)  ;  dans  le  second  cas  l'erreur  moyenne  est 
au  contraire 

elle  est  proportionnelle  à  v/U  et  le  poids  est  proportionndl  à  £-  • 
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Soit  q  la  valeur  de  q'  qu'on  vent  détenmner,  les  erreurs  appa- 
rentes sont  définies  par  les  équations  : 

X,  

=  —  j_  -f-  ^ 


dans  l'hypothèse  a)  et  par  les  équations  : 

dans  l'hypothèse  b).  D'après  la  méthode  des  moindres  carrés,  il 
faut  rendre  minimum 

(42)  H-  LiX^^  _^  L^Xa»  4-  ... 

dans  le  premier  cas  et 

(^3)  4"      Lï'     T^"  - 

dans  le  second  cas. 

£n  égalant  à  zéro  la  dérivée  première  de  (4a)  ou  de  (43)  par 
rapport  à  ç  et  an  leottil  con^  des  systèmes  (4o)  et  (4i)>  om 
obtint  : 

(44)  K  {"i-^)-^        - Lt) 

(45)  —  Do  +  Loî  —  1^1  -t-  Li9  +     =  o 
d*où,  dans  les  deux  cas 

t/f\\  Dp  -h  Dt  4-  D,  -h  ... 

expression  qui  est  id^tique  à  celle  qu'on  ^vait  obtenue  sans  faire 
intervenir  les  poids. 
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nation  de  </  est  évidemment  identique  au  problème  de  la  détermi- 
nation de  la  probabilité  a  posteriori  pour  qu'on  tire  une  boule 
blanche  ou  une  boule  noire  de  plusieurs  urnes  distinctes,  contenant 
des  boules  blanches  et  noires  dans  une  proportion  inconnue»  mais 
la  même  pour  toutes  les  urnes. 

Dans  ce  cas,  il  revient  au  même  de  tirer  les  boules  de  plusieurs 
urnes  séparées  ou  d'une  urne  unique  présentant  la  même  propor- 
tion relative  de  boules  blanches  et  de  boules  noires.  La  probabilité  q' 
a  pour  expression  a  posteriori  : 

(39)  I),  +  D,-hD,+  .... 

32.  —  Mais,  même  dans  l'hypothèse  d'une  probabilité  unique 
propre  à  tous  les  membres  du  groupe  d'âge  a?,  chacune  des  proba- 
bilités (/o,  qi,  ...  comporte  une  précision  différente,  si  les  L;,sont 
différents  pour  les  différentes  valeurs  de  k  et  il  y  a  lieu  de  reprendre 
les  raisonnements  en  affectant  ces  quantités  de  leurs  divers  poids 
dans  l'équation  qui  détermine  l'inconnue  q'. 

Gomme  inconnue  on  peut  prendre  : 

a)  soil  la  probabilité  de  décès  q'  ; 

b)  soit  le  nombre  probable  des  décès. 

Dans  le  premier  cas  l'erreur  moyenne  qui  afiecte  diacune  des 
probabilités  a  posteriori  qk  est  : 

mu  '  *  ^  ' 


elle  est  proportionnelle  à  — z  et  par  suite  le  poids  est  proportionnid 

à  hk  (Cf.  I,  S  5,  n.  ai)  ;  dans  le  second  cas  Farrear  moyenne  est 
au  contraire 

LjkTO*  =  \/hkqk(i  ~-qk) 
elle  est  proportionnelle  à  ^/L*  et  le  poids  est  proportionnel  à  r~  ' 
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Soit  q  la  valeur  de  q'  qu'on  vwit  déterminer,  les  erreurs  appa- 
rentes sont  définies  par  les  équations  : 


X,  


o9 


dans  l'hypothèse  a)  et  par  les  équations  : 
(4i)  S  ^'o  =  — Do-hLo 

dans  l'hypothèse  b).  D'après  la  méthode  des  moindres  carrés,  il 
faut  rendre  minimum 

(4a)  U  \-  -h  L,     H-  L,  X,«  4-  ... 

dans  le  premier  cas  et 

(43)  ^V^_^V^XV 

dans  le  second  cas. 

En  égalant  à  zéro  la  dérivée  première  de  (42)  ou  de  (43)  par 
raj^rt  à  ç  et  en  tenant  coe^ite  des  systknes  (4o)  et  (4i),  on 
obtient  : 

(44)  I'.(7-L^)-M..(9-îf)-H...=o 

(45)  —  D,  -h  L,g  —  Dt     Lig  -h  ...  =  o 
d*où,  dans  les  deux  cas 

(46)  Do D,  +  D,  4- ... 

expression  qui  est  identique  à  celle  qu'on  avait  obtenue  sans  ^re 
intervenir  les  poids. 
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33*  —  Si  on  suppose  ces  derniers  égaux,  l'expression  (4a) 
donne  : 

^0*  "+■  ^i*  +  V  +     =  minimum 

d'où,  dans  le  cas  a)  : 

et,  si  on  prend  les  erreurs  )'  au  lieu  des  X  : 

(48)  XçLp -h  Xj  Li -h  ...  =  o 

^^^^  V-hV-h... 

Les  expressions  (47)  et  (49)  se  rapportent  donc  à  des  cas  spé- 
ciaux et  on  ne  peut  s*en  servir  correctement  que  si  l'on  se  trouve 
(au  besoin  d'une  façon  seulement  approchée)  dans  les  conditions 
conduisant  à  leur  démonstration  (*). 

34.  —  Les  valeurs  relevées  directement  ont  été  considérées 
jusqu'ici  comme  des  manifestations  d'une  probabilité  mathématique 

constante,  soumise  seulement  à  des  variations  accidentelles  :  mais 
le  problème  doit  encore  être  posé  autrement  si  l'on  considère, 
d'une  façon  plus  correcte,  les  qk  comme  les  expressions  empiriques, 
affectées  par  suite  aussi  d  erreurs  accidentelles,  de  diverses  proba- 
bilités de  décès  inconnues,  relatives  chacune  à  un  système  de 
valeurs  (A:,  x), 

(*)  Meikle,  (On  ihe  préparation  of  a  table  of  morlality  from  observations  of 
various  magnitude,  dans  les  «  Transactions  of  the  Act.  Society  of  Edinburgh  », 
vol.  IV,  n.  19)  considère  Texpression  (49)  comme  la  seule  expression  correcte 
de  q.  Mais  sa  démcmstration  est  basée  sur  une  application  inexacte  du  principe 
des  moindres  carrés.  Cf.  Laudr^,  Dos  Kominnieren  der  Sterhew-wahrt- 
ehemUehkeiten  ans  verschiedenen  Beobachtungsjahrm,  dans  le  «  Zâtschrift  fflr  die 
Ges.  Yersicherungsw.  »  Bd.  3  Heft,  et  surtout  les  considérations  décisives 
de  M.  Gzuber,  que  nous  adoptons.  —  (Czubbr,  Ziim  ProbUm  der  SterblUhkeitS' 
messm^f  Zeilscbrift,  etc..  Bd.  lY,  2  Heit). 
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Dans  ce  cas  la  quantité  q'  qu'on  veut  déterminer  pour  l'ensemble 
du  groupe  doit  être  considérée  comme  une  moyenne  entre  les  pro- 
babilités partielles  propres  aux  diverses  classes  de  risques. 

Supposons  que  le  groupe  total,  pour  lequd  on  cherdie  la  pro- 
babilité q',  soit  formé  de  : 

Vq  individus  d'âge  x  entrés  dans  le  groupe  depuis  o  ans 
L\  individus  d'âge  x  entrés  dans  le  groupe  di^iuts  i  an 

•••  .. 

et  posons 

l;  -h  L',  -H  ...  =  L'. 
La  probabilité  moyenne  cherchée  sera  : 

(5o)  q'^^q'^^!^^,^  ... 

ou,  en  substituant  aux  probabilités  a  priori  q\  leurs  expressions 
empiriqiws 

^   ^  ^     L'  Lo  ^  L'  L7  ^ 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  a 

cette  expression  devient  : 

^         H-     4-  ..." 
Il  en  résulte  que  l'adoption  de  la  valeur  (46)  pour  q'  dans  le  cas 

des  groupes  choisis  n'est  légitime  que  si  le  rapport  ^  reste  constant 
pour  les  divers  âges  considérés 

(«)  GzuBBR,  Zam  ProbUm,  etc.,  p.  i65. 

Broggi  m 
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XI.  —  ASmtament  Am  tatolM  snnyi» 

35.  —  Les  points  (x,  y),  définis  par  les  valeurs 

y  =  g  (x,  x  -4-  i)  =  qx 

pour  les  différentes  valeors  entières  de  ac,  n'ont  pas  normalement 

une  disposition  telle  qu'on  puisse  les  joindre  par  un  trait  de  courbe 
régulier.  11  arrive  au  contraire  qu  a  des  âges  voisins  correspondent 
des  valeurs  de  y  sensiblement  différentes  et  que  les  différences 

g^^^  ont,  pour  les  différentes  valeurs  de  x,  des  amplitudes  el 

des  signes  tels  qu'il  est  impossible  d'assigner  une  loi  précise  à  la 
suite  de  ces  quantités. 

UajusUment  d'une  table  de  mortalité  a  pour  but  de  remplacer 
les  points  y  =  ç«  observés  directement  par  un  système  de  points 
qui,  tout  en  s'écartant  le  mmnn  possible  des  prenûers,  définissent 
dans  leur  ensemble  une  loi  de  variation  simple  et  contmue. 

Tout  procédé  d'ajustement  est  donc  basé,  explicitement  ou  taci- 
tement, sur  rbypotbèse  de  Texistence  d  une  loi  de  mortalité  sus- 
ceptible d'une  expression  analytique  relativement  simple.  Supposons 
cette  loi  connue  et  exprimée  par  Féquation 

(fl)  </,  =  F(x.  a,  fc,  c  ) 

où  F  rcprés^te  une  foncdon  de  forme  déterminée  reliant  la  va- 
riable indépendante  x  aux  probabilités  de  décès  (a,  4»  c, ...  étant 

des  constantes). 

Il  est  alors  possible  de  déterminer  les  valeurs  des  paramètres  qui 
figurent  dans  (a),  si  on  connaît  autant  de  valeurs  qx  qu'il  y  a  de 
paramètres,  et  par  suite  de  trouver  la  loi  de  mortalité  d'une  cdleo- 
tifîté  donnée. 

 Mais  on  pourrait  se  demander  comment  se  justifie  la 

croyance  en  la  simplicité  de  la  loi  de  mortalité. 
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U  serai  difificile  de  le  préciser.  On  pomndtnsiiiarquMr  qpie,  les 
enimrt  mw  fon  élimiaées,  les  probaliilités  observées  doiimt  pré- 
senter des  variations  parfaitement  régulières  parce  que,  comme 
tous  les  phénomènes  naturels,  la  mortalité  doit  être  régie  par  des 
lois  continues  (^)  :  mais  cette  remarque  aurait  à  aon  tour  liMOin 
d'être  justifiée. 

n  est  plus  correct  de  dire  qu'en  joignant  par  un  trait  continu  et 
le  plus  régulier  possible  les  points  fournis  par  l'expérienoe  nous 
ne  faisons  que  choisir  la  forme  la  plus  commode  parmi  tontos  les 
formes  possibles  et  également  justifiables  de  notre  omribe. 

Autrement  dit,  on  admet  que  toute  loi  est  simple,  tant  qu'on  n  a 
pas  démontré  qu'elle  n'est  pas  simple  ;  la  question  se  réduit 
alors  pour  nous  à  celle-^  :  l'allure  irrégulière  de  la  courbe  y  =r=  gr, 
pent-dle  être  justifiée  sans  avw  reoinus  àTliypaChéio  d'une  kî  de 
mortalité  compliquée? 

Or  ceci  est  évidemment  possible. 

Dans  la  détermination  a  posteriori  de  la  valeur  de  chacune  des 
probabilités,  on  commet  en  premier  lieu  une  erreur  d'autanl  pfau 
grande  que  le  nombre  des  observations  est  plus  petit. 

Nous  savons  en  effet  que,  la  loi  de  Gauss  étant  admise,  il  y  a 
une  probabihté 

pour  que  l'erreur  dans  la  détermination  de  la  probabifité  de  décès 
«oit  comprise  entre  —  Xm  et  4-  Xm,  en  désignant  par  m  l'erreur 
moyenne  : 

{s  ==  nombre  des  observations). 

Pom»  DU  MoTBL,  Théorie  deg  onurMoei  t»  lavk^  Paii»^  iSff,  us. 
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Ciomme  m  varie  en  raison  inverse  de  la  racine  carrée  du  nombre  s 
des  observations,  des  erreurs  assez  fortes  sont  non  seulement  pos- 
sibles, mais  même  assez  probables,  pour  les  âges  qui  sont  l'objet 

des  recherches  les  moins  fréquentes. 

En  second  lieu,  une  détermination  des  probabilités  de  décès  faite 
le  plus  soigneusement  possible  n'exclut  pas  la  possibilité  d'autres 
causes  d'erreur  provenant  de  la  nécessité  de  recourir  à  des  hypo- 
thèses (au  sujet  des  émigrations  et  des  immigrations  par  exemple, 
ou  encore  au  sujet  du  passage  d'ensembles  du  second  ou  du  troi- 
sième ordre  à  des  ensembles  du  premier  ordre)  et  ces  hypothèses 
peuvent  n'être  que  partiellement  d'accord  avec  la  réalité  ;  d'autres 
erreurs  proviennent  d'inexactitudes  dans  le  relevé  des  âges,  etc.  (*). 

Dans  la  pratique,  on  cherche  à  réduire  le  plus  possible  l'in- 
fluence des  deux  espèces  d'erreurs  en  opérant  sur  des  groupes  dé- 
mographiques aussi  importants  que  possible  :  c'est  pourquoi  on 
combine  les  observations  de  plusieurs  compagnies  d'assurances 
distinctes  et  on  étend  les  recherches  à  des  périodes  relativement 
longues  :  mais  on  ne  peut  dépasser  certaines  limites  dans  cette  voie 
sans  diminuer  l'homogénéité  des  données  statistiques. 

37.  —  L'hypothèse  d'une  loi  de  mortalité  simple  étant  ainsi 
justifiée,  l'ajustement  d'un  ensemble  de  données  empiriques  peut 
être  obtenu  de  deux  façons  : 

a)  en  ne  faisant  aucune  hypothèse  particulière  sur  la  forme  de  la 
loi  de  mortalité  ; 

6)  en  partant  au  contrairé  d'une  loi  hypothétique  de  mortalité. 

Le  premier  procédé  d'ajustement  peut  être  mécanique  ou  gra-^ 
plaque  :  il  est  dit  mécanique  si  on  se  sert  de  moyennes,  de  diffé- 
rences ou  d'autres  combinaisons  des  résultats  d'observation  propres 
à  compenser  les  écarts  entre  les  divers  résultats. 

Le  second  procédé  d'ajustemeni  est  dit  analytique, 

(1)  CzuBEB,  Wdhrscheinlichkeitsrechnung,  p.  SgS. 
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XII.  —  A]ii8t«ment  analytique 

L  —  Loit  de  survie 

38*  —  Si,  dans  la  détermination  de    au  moyen  de  la  fonction 

=  F  (Xf  a,  b,  c  ) 

le  nombre  des  constantes  a,  était  égal  à  celui  des  âges  con- 

tenus dans  la  table  de  mortalité,  c'est-à-dire  au  nombre  des  valeurs 
q,  observées,  la  fonction  F  fournirait  une  expressicm  exacte  de 
chacune  de  ces  valeurs  :  elle  reproduirait  fidèlement  la  fonction 
y  =     déterminée  par  l'observation  directe. 

Cette  fonction  ne  présenterait  donc  aucune  utilité  pour  l'ajus- 
tement. U  y  a  intérêt  au  contraire  à  déterminer  F  de  façon  que, 
tout  en  dépendant  d'un  nombre  de  paramètres  aussi  petit  que 
possible,  cette  fonction  définisse  une  courbe  s'approchant  le  plus 
possible  de  la  courbe  fournie  par  l'observation. 

La  loi  dite  loi  de  GompertZ'Makeham  remplit  cette  condition, 
soit  par  le  petit  nombre  de  paramètres  qu'elle  contient,  soit  par 
l'exactitude  avec  laquelle  elle  arrive  à  représenter  la  courbe  de  survie 
des  risques  normaux,  pour  les  âges  auxquels  l'assurance  a  lieu  (à 
partir  de  20  ans)  ;  cette  loi  possède  en  outre  des  propriétés  qui  lui 
donnent  une  valeur  particulière  au  point  de  vue  des  applications. 

D'autres  lois  plus  simples,  énoncées  antérieurement  à  la  précé^ 
dente,  n'ont  actuellement,  comme  lois  de  survie,  qu'une  valeur 
purement  historique  ;  d'autres  enfin,  plus  générales,  ont  un  intéjrct 
surtout  théorique,  pour  l'instant  du  moins. 

39.  —  Parmi  les  lois  les  plus  anciennes,  nous  avons  déjà  eu  l'oc- 
casion de  citer  la  loi  de  de  Moivre,  qui  suppose  que  le  nombre  4  des 
survivants  d'âge  a;  est  unefonction  linéaire  de  Tâge;  pour  De  Moivre 
[qui  étabUssait  sa  loi  d'après  la  table  de  Halley  (1693)],  l'âge 
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extrême  de  survie  est  85  ans  :  on  a  donc/gg  =  o  :  si  a  est  le  nombre 
annuel  des  décès,  constant  pour  tous  les  âges,  on  a  : 

(53)  t  =  a(86— a?). 

Au  lieu  de  supposer  constant  le  nombre  annuel  des  décès,  sup- 
posons au  contraire  constante  la  probabilité  annuelle  de  décès, 
9=1  —  a  :  la  loi  de  survie  qui  résulte  de  là  est  évidemment  définie 
par  une  fonction  exponentielle.  Nous  avons  yu  en  effet  que  Ton  a  : 

d'où,  en  supposant        i  —  9*  =  a  constant  aux  divers  âges  : 

(54)  t  = 

Dans  ce  cas,  le  coefficient  instantané  de  mortalité  est  aussi  cons- 
tant et  égal  à  log 

40.  —  Supposons  au  contraire  que  cette  dernière  quantité  soit 
une  fonction  linéaire  de  x  et  soit  : 

L'^li^té  (ai) 

.  dt 
jixcto  =  

donne  : 

(55)  t  =  e*""*^"-i  **=  aia^-a2«* 

en  posant  : 

«1  =  fl.     fl^  =  ^  • 
ta  fonction  (55)  possède  une  propriété  remarquable.. 
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Soient  r  têtes  (x),  (y),  (z)  La  probabilité  pour  que  les  r 

têtes  survivent  toutes  au  bout  de  r  années  est  évidemment  ; 

^x-fn  ^v+n  ^54-»  

'17  ~Ç  h  

^«—«t    + +  — «1  (7  +   — *2  (/ + »)* 

•••  — ~  c 

Si  Ton  pose  : 

X  -h  y     z  -h  —  j 
r 

est  la  probabilité  pour  que  r  individus  de  même  âge  |  survivent 
après  n  années  :  ^  étant  indépendant  de  n,  toutes  les  probabilités 

de  survie  et  de  décès  valables  pour  le  premier  groupe  subsistent 

pour  ce  second  groupe. 

41 .  —  Les  lois  de  Grompertz  et  de  Makeham  possèdent  une  pro- 
priété analogue. 

Ces  deux  auteurs  partent  tous  les  deux  de  cette  remarque  que  la 
mortalité  dépend  d'un  double  ensemble  de  causes  :  les  unes  exté- 
rieures et  accidentriles  sont  indép^dantes  de  l'état  physîqae  de 
rindividu,  en  particulier  de  son  âge  ;  les  autres  au  contraire  yarient 
avec  l'âge  et  ont,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  ce  dernier,  une 
action  de  plus  en  plus  efficace. 

Mais  Gompertz  se  borne  à  supposer  que  le  coefficient  instantjaié 
de  mortalité  est  une  fonction  de  l'âge  croissant  en  progression  géo- 
métrique ;  Makeham  procède  d'une  façon  plus  exacte  en  ajoutant 
à  l'expression  de  Gompertz  une  quantité  constante  destinée  à  expri- 
mer la  part  du  hasard  :  ce  n'est  plus  le  coefficient  instantané  de 
mortalité  qui  croit  en  progcessîoai  géométnqiM,  mais  la  difiéroioe 
entre  les  coefficients  instantanés. 
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Posons  donc  : 


De  1  équation 


ji,  =  A  H-  Bc». 


=  (A Bc>ix 


nous  tirons 


log  t  =  -  Aar  ~        C -f.  log 


ou,  en  posant 


-  A  =  logs,-j— =log5f, 

log  /x  =  ac  log  s  -h  c*  log  ^  -t-  log  k 
(56)  t  =  fo-^c 

/;  est  complètement  arbitraire  :  il  n'entre  pas  dans  l'expression  de 
la  probabilité  px  de  survie, 


qui  ne  contient  que  trois  constantes. 

De  la  formule  de  Makeham  on  déduit  celle  de  Gompertz  en 
prenant  : 

A  =  log«  =  o,  «  =  I. 

Les  quantités 
(57)  /,  =  kg<^ 

et 

expriment  alors  respectivement  le  nombre  des  vivants  d'âge  x  et 
la  probabilité  qu'a  un  individu  d'âge  x  de  vivre  encore  un  an. 
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4^.  —  Nous  avons  vu  (28)  que  l'on  a  : 

p(x,  a:     /i)  =  c""/^ 

X 

En  remplaçant  /i«  par  A  H-  B(f, 
on  obtient  : 

qui  exprime  la  probabilité  pour  qu'un  individu  [x)  d'âge  x  survive 
à  l'âge  X  -h  n,  en  supposant  exacte  la  loi  de  Makeham. 
Considérons  r  individus  (x),  (y),  (z)  : 

B  B 

—  An  —  i  c"  (c"  —  i)    —  An  —-  *   (c"  —  i) 

=  e"^"*""  Kf^c     +    +    +  "l     -  0 

sera  alors  la  probabilité  pour  que  les  r  individus  survivent  tous 
après  n  années  et 

e"      t^c        -  ') 

sera  de  même  la  probabilité  pour  que  p  individus  ayant  tous  l'âge  § 
survivent  après  n  années. 

Pour  que  ces  deux  probabilités  coïncident,  il  suffit  évidemment 
que  Ton  ait  : 


(58)       J  ^ 


=     Arn—        (c»  —  I)  ((-  H-    -h  c»  -h  ...) 

Pour  la  loi  de  Gompertz  A  =  o.  L'équation  (58)  est  alors  satis- 
faite si  l'on  a  : 

(59)  pc^  =  c  -h  cï'  -h  c*  -h  

ou,  en  prenant  |0  =     si  Ton  a  : 

(60)  c5  =  c«  -h  «y  4-  c»  -h  
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n  revient  donc  au  mène  (pniBque  §  est  indép^idant  de  n)  de 

considérer  un  groupe  de  r  têtes  (x),  (y),  (z)   ou  bien  une  tête 

unique  (ç),  dont  l'âge  ^  soit  défini  par  l'équation  (60)  ;  les  proba- 
bilités de  survie  du  groupe  subsistent  pour  la  tête  unique.  La  pror 
priété  ainsi  établie  s'appellera  propriété  gompertzienne. 

Soit  maintenant  k^o  :  la  loi  de  survie  est  alors  la  loi  de  Ma- 
keham.  L'équation  (58)  est  satisfaite  si  /s  =  r  et  si 

(61)  it^  =  c*-+-c>'-+-€»-t-  

Il  revient  donc  au  même  (|  étant  indépendant  de  n)  de  consi- 
dérer un  groupe  de  r  têtes  d'âges  (x,  y,  z,  )  ou  un  groupe  der 

têtes  également,  mais  d'âges  tous  égaux  à  |.  La  propriété  définie 
par  l'équation  (61)  sera  dite  propriété  makehamienne, 

4^.  —  Nous  avons  vu  que  la  propriété  makehamienne  apfiar- 
tenait  à  la  loi  de  Makeham  (par  suite  à  la  loi  de  Gompertz  qm  en 
est  un  cas  particulier)  et  aussi  à  la  loi  de  survie  déduite  précédem- 
ment de  rhypotbèse  d'une  variation  linéaire  du  coefficient  instantané 

de  mortalité. 

On  démontre  qu'elle  appartient  exclusivement  à  ces  lois. 
La  démonstration  est  basée  sur  le  théorème  très  général  qui  suit 
et  qui  est  dû  h  M.  Quiquet. 

«  Soit  p  <^  r.  La.  condition  nécessaire  et  suffisante  que  doit  rem- 
plir une  fonction  de  survie  pour  que  la  probabilité  de  survie,  après 
le  temps  t,  d'un  groupe  de  r  têtes  (Xi,  Xj,  ...  Xr)  puisse  s'expri- 
mer par  une  fonction  G  de  /  et  de  p  âges  ...  et  de  ces 
variables  seulemrat,  est  que  la  dérivée  première  du  codEcient 
instantané  de  mortalité  ^Ox,  déduit  de  cette  fonction,  vérifie  une 
équation  différentielle  linéaire  et  homogène  d'ordre  p,  » 

On  veut  avoir  : 
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En  prenant  la  dérivée  logarithmique  des  deux  mmbres  par 

G' 

rapport  à  <  et  en  posant  —  g-  =  F,  on  a  : 


t  1x2+  * 

oa,  puisque  roua 


l'  X  +  t 
Ix  +  * 


(6a)      fL^^j^^  -H  -f- ...  H-  |x^^^^  =  Ffii,  I2, ...  5p.  0 

En  prenant  les  dérivées  successives  des  deux  membres  de  (6  a) 

par  rapport  à  t,  et  en  désignant  par  Fq,  Fi,  Fg,  ...  Fp  les  valeurs 
prises  par  le  second  membre  et  par  ses  p  premières  dérivées  pour 
t=zo,  nous  obtenons  le  système  : 


(«3) 


l*a;2  -H       -H  H«r  =  Fo 
p.'a;j       [^'«2       •••  "+  V-  Xr  =  Fi 


1^. 


H«2 


-4-  ...  -h  F^.<P)  =  Fp 


Il  y  a  une  relation  entre  les  seconds  membres  des  équations  (63)  : 
en  effet  ils  sont  au  nombre  de  p  +  i  et  ils  ne  sont  fonctions  que 

des  p  variables      q.y,  ...       Il  en  résulte  qu'il  y  a  aussi  une  rela- 
tion entre  les  premiers  membres  et  que  les  déterminants  fonc- 
tionnels des  p  ■+  1  fonctions  par  rapport  à  p  +  i  des  r  variaUes 
sont  identiquement  nuls. 
On  a  par  exemple  : 


1^ 


p  + 1 


=  O 


m 
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On  aura  aussi  : 

(64)           ^  "of^'-^'     "'î^'^'  °Pi**<^  +    =  o 

Ui=i*^  p-4-i) 

Cq,  a^,  ...  ap  étant  des  constantes. 

Mais  quand  p  des  âges  sont  donnés,  le  -t-  se  trouve  déter- 
miné à  un  facteur  constant  près,  car  on  peut  calculer  les  rapports 
de  p  des  constantes 

«0»  ''i  ûp» 

à  Tune  d'entre  elles  au  moyen  d'un  système  de  p  équations  liné- 
aires :  le  (p  âge  qui  vérifie  les  p  i  équations  du  système 
(64)  est  arbitraire  et  indépendant  des  p  premiers.  La  relation 

aoji'x  -h  Otl*'*  -+-...-♦-  apH^x^P  +     ==  o 
est  donc  satisfaite  quel  que  soit  x, 

c.  q.  f.  d. 

M.  Quiquet  appelle  les  quantités  |  les  actaariens  ;  et  il  appelle  loi 
de  survie  d'ordre  n  une  loi  de  survie  à  l'aide  de  laquelle  la  proba- 
bilité de  survie  d'un  groupe,  au  bout  du  temps  t,  paisse  s'exprimer 
en  fonction  de  /  et  de  p  actuariens  seulement. 

44.  —  Soit  p  =  i.  On  a  alors 
(65)  a^ii'x  -4-  ûiix'x  =  o 

et  deux  cas  sont  possibles. 

I*'  Cas.  —  On  a  : 

Si  l'on  pose  |Xx  =  e^,  l'équation  (65)  devient 
d'où  a  =  T 
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En  introduisant  la  constante  d'intégration  kt  nous  obtenons  : 
et  en  posant 

G  =  A,    r=  B,  T  =  log  c. 

fix  =  A  -f-  B(f, 

On  obtient  ainsi  la  formule  de  Makeham  (A  ;zf  o)  et  celle  de 

Gomperlz  (A  =  o). 

2*  Cas.  —  On  a  «0  =  o  (^).  L'équation  devient 

fx",  =  o 

d'où 

{jl'x  =  constante  =  b 
=  a  -f-  bx. 

Aucun  autre  cas  n'est  possible  :  la  propriété  makebamienne 
définie  par  l'équation  : 

1 — i — *  ~r~  ~  ^^^» 

appartient  donc  exclusivement  aux  formules  démontrées  aat 
n*"4o  et  4i. 


45.  —  Soit  p  =  2,  L'équation  devient  : 
et  si  l'on  pose 

on  en  déduit  : 

}     -i-  6,a  -H  6j  j  =  o. 
(<)  La  valeur  o  de  ai  est  incompatible  avec  Fbjpothdse  ?  =  i. 


iiO  JuniBiusiQins  mm  lenniRis 

Sment    et  cci  les  d^tx  lacnm  de  Téqiiaikm  canclémtiqiie 

Etudions  séparément  les  divers  cas  possibles. 

r'CAs.  —  ai^zfaa     OLi^o        ;zf  o. 

£n  introduisant  les  constantes  d'intégration  yia^^,    a,'»  on  a  : 

en  posant 

«i  =  log  Cl.     «i  =  log  Ci,     Yi«i  =  P- 
2*  Cas.  —  a  =     =     ;zf  G. 

En  prenant  pour  constantes  d'intégration  a^y^  et  «-y,,  on  a  : 

d'où  l'on  déduit  aisément,  m  désignant  les  constantes  qui  figurent 

dans  l'expression  définitive  par  k,  k^.k.^,  : 

(68)  h  =  e^-^i*~(*2 + W 
3*  Cas.  —  «1  =  0     a,  =  a  ;zf  o. 

On  a  alors,  en  représentant  les  constantes  d'intégration  par  ajS, 
et  par  ya*  - 

[  fi',  =  2  ?2  -+-  va^c«* 

(69)  >  {1,  =     H-  2  p^a-  +  Yae»* 

(t  =c?-?i^-^i2*=-Yc' 

4*  Cas.  —  ai  =  o,  =  o. 

On  a  alors  : 

(70)  J      =  p,  -f-  2 p,ar  ^-  3Pj^ 

(1,  =eP-Pi«-P2aî*-P8«» 

La  formule  {67)  avait  déjà  été  obtenue  empiriquement  par  La- 
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zanis,  qui  l'avait  appliquée  à  la  table  des  17  Compagnies  anglaises 
et  la  formule  (69)  par  Makeliam,  comme  généralisation  de  la  loi 
de  Gompertz  Ces  deux  formules  et  les  formules  (68)  et  (70) 
possèdent  la  propriété  commune  exprimée  par  la  relation  : 

M.  Quiquet  remarque  que  si  les  lois  du  premier  oïdie  de 
Gk>mpertz  et  de  Makeham  ne  sent  pas  toujomr*  aptes  à  traduire  les 

données  empiriques  avec  toute  la  précision  désirable,  au  moins 
elles  s'en  rapprochent  assez  pour  laisser  supposer  que  de  légères 
modifications  les  rendraient  tout  à  fait  aptes  à  l'interpolation  des 
taisles  de  survie  :  il  ajoute  que  les  f<nictioii8  du  second  ordre  sont 
précisément  une  extension  de  cdles  du  premier  et  qu'elles  en  sont 
très  voisines  et  il  conclut  en  remarquant  que  «  c'est  de  leur  côté 
qu'on  a  toute  raison  d'espérer  rencontrer  l'expression  analytique 
de  la  loi  naturelle  de  survie,  latente  sous  k  table  numérique  qu'ont 
fournie  des  observations  directes  (')  ».  U  nous  semble  véauliN'  des 
oonâdérations  du  paragraphe  précédent  que  par  contre  fat  loi  de 
survie,  en  nous  servant  d'une  expression  concise  de  M.  Bohlmann, 
est  dans  tous  les  cas  imposée  par  le  calculateur  et  non  par  la 
nature. 

ZIZI.  ~  AJnstemmt  analytigao. 

II.  —  L'ajutiement  diaprés  la  loi  de  GompertzrMakehaau 

46.  —  Des  eipressîoiiB  ccmniieB  : 

U  ^ks'f 

Ps  = 


(*)  Lazulus. —  Ueber  MortaUtàtsverhâltnisse iind  ihre  Ursachen  ;  Hambourg,  1867. 
—  Maxbham.  —  Onthe  fwrther  development  of  Gompertz's  law  (Journal  of  the 

lit.  of  Act.,  xvni). 

{*)  QnQucT.  —  Repriseniation  algébrique  des  tables  de  survie,  ginêrmlisatioH  du 
lois  de  GomperU,  Makeham,  etc.  (Bail,  de  Final,  dm  Âct.  fr..  vol.  lY,  fas- 
cicule i4,  p.  i5o). 
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nous  déduisons  : 

(7O  log    ==  log  «  4-  c*(c  —  i)  log  g 

(7a)         A  log  j),  =  log         —  log      =  c^(c  —  1)2  log  g 

A  logpx+t  =  log/>x+t  —  log /)^,  =  C+»(c  —  i)«  log  g 

En  remplaçant  c  par  la  valeur  ainsi  obtenue  dans  (72),  nous 
pourrions  obtenir  log  ^  et  ^  et  les  valeurs  de  ^  et  de  c  portées 
dans  (71)  nous  donneraient  à  leur  tour  log  s  et  s.  k  étant  complè- 
tement arbitraire  (ce  n'est  pas  autre  chose  que  le  nombre  initial 
des  membres  de  la  génération  considérée),  toutes  les  consUntes 
qui  figurent  dans  (a)  seraient  ainsi  déterminées. 

Mms  ce  procédé  est  défectueux  :  car  la  valeur  de  c  que  nous 
choisissons  n'étant  qu'une  valeur  probable,  les  valeurs  de  ^  et  de* 
qu'on  en  déduit  seront  aussi  affectées  d'erreurs.  La  concordance 
entre  les  valeurs/),  observées  et  les  valeurs  calculées  d'après  la  loi 
de  Makeham  n'étant  d  aiUeurs  qu'approximative,  il  en  résulte  qu'il 
n'est  pas  indifférent,  dans  la  détermination  de  c,  de  partir  de  tel 
ou  tel  âge.  Il  reste  donc  à  trouver  quelle  est  celle  des  valeurs  de  c 
obtenues  qu'il  est  préférable  d'adopter. 

On  obtient  une  plus  grande  exactitude  dans  la  détermination 
de  c,  et  par  suite  des  autres  constantes,  en  ne  se  servant  pas  d'un 
âge  unique,  mais  en  cherchant  au  contraire  à  se  servir  d  un  groupe 
de  plusieurs  âges,  de  façon  à  faire  dépendre  la  valeur  des  constantes 
d'un  nombre  d'observations  aussi  grand  que  possible. 

La  méthode  suivie  par  exemple  dans  l'ajustement  des  tables  de 
risques  normaux  des  20  Compagnies  anglaises  est  la  suivante  : 

Soit  p{x,x-^  t)  la  probabilité  pour  que  (x)  soit  encore  en  vie 
à  l'âge  X  H-    On  a  évidemment  : 

logp(x,  a:  -H  0  =  '  log  «  -f-  (^{c*  —  i)  log  ^ 


THBORIE  STATISTIQUE  UB  LA  MORTALITÉ 


113 


«  +  I 

2    lW(*.«-+-0='log«-*-(c'— l)  jc'4-cH-l^-...cH-<-l  j  \0Qg  = 
X 

(et    j\2 

==  Uog  S  4- ex  log  ^ 


«  +  al— I 

2  log/j(^.  a;-|-/)  =  nog«4-  ^T^^C+'log^ 
a;  +  3t— I 

2    logp(a;,  a;  -h    =  Hog  s      (^—ll^tt  w  n 

Ao,  =  0,+,  —  a,  =  log  (/ 

=  Ut^2t  —  Ux+t  =  \^  j^-       log  g 


II 


Ali 


d*où 


log  àu^^t  ~  log  Au^  , 


Les  tentatives  faites  pour  trouver  les  valeurs  les  plus  avanta- 
geuses de  X  et  de  /  ont  donné  les  résultats  suivants  x  =  17, 
^  =  88  :  on  a  donc  déterminé  les  constantes  en  partant  de  ces 
valeurs  (c'est-à-dire  en  s'appuyant  sur  les  données  relatives  aux 
âges  de  17  à  88  ans)  (»). 

47.  —  On  peut  enfin  avoir  recours  à  la  méthode  des  moindres 
carrés  en  cherchant  les  valeurs  des  constantes  c,  s  rendant 
minimum 


V,, 


C)  Cf.  Text.  Book  of  thc  English  Actuaries,  cap.  ti,  S$  18  et  suivants. 
BaooGi 

8 
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OÙ 

tx  =  F(x,  c,  g,  s)  —  Çx 

et  où  hx*  désigne  le  poids  correspondant  aux  valeurs  de  déter- 
minées empiriquement  et  F  la  fonction  de  Gompertz-Makeham. 
On  applique  alors  les  procédés  indiqués  au  $  Y  du  chi^.  i  (*). 


XIV.  —  Ajustement  mécanique. 
48-  —  Soifiût 

llg  Uf  II2  ••- 

des  valeurs  équidistantes  de  la  variable  a  fournies  par  l'observation^ 
n'x  la  valeur  ajustée  de  Or. 

Un  des  procédés  d'ajustement  les  plus  simples  consiste  à  prendre 
pour  u'x  la  moyenne  arithmétique  entre  u*  et  les  quatre  termes  les 
plus  voisins  de  Ux,  c'est-à-dire  : 

0 

Le  procédé,  appliqué  de  même  à  la  série  des  valeurs  de  u'^, 
fournit  une  nouvelle  série  de  valeurs  : 

Ux  g  — 

-+-  3(ax-j  H-        4-  4(«x-i  4-  Ux+i)  -H  5ux]. 

(•)  Un  exemple  récent  d'ajustement  des  logarithmes  des  probabilités  de  décès 
fondé  sur  la  méthode  des  moindres  carrés  est  celui  du  D""  Graf,  qui  a  donné 
un  ajustement  nouveau  des  tables  de  survie  des  assurés  en  cas  de  mort  des 
Compagnies  françaises  (Graf.  —  Mitth.  des  ôsterr-ung.  Verbandes  der  Privât- 
Venkhemngsamtalten,  Yienne  1904  et  Ballet,  delV  Assoc,  degli  Attuari,  dé- 
cembre T904).  On  a  ajusté  également  par  la  méthode  des  moindres  carrés  les 
prol»bilîtés  de  décès  obtenues  par  Texpérience  pour  TUnion  des  employés  de 
de  la  monarchie  auslro-hoD§proise  (Vienne,  1890). 
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La  valeur  de  ainsi  ajustée  se  présente  comme  une  fonction  de 
Ux  et  des  8  termes  les  plus  voisins  de  11,  et  la  série  ainsi  obtenue  est 
naturellement  plus  régulière  que  la  précédente.  Ce  procédé  -  dit 
procédé  de  fVnW  ou  de  Wittstein  (^)  -  laisserait  invariable 
une  série  de  valeurs  Ux  telle  que  l'on  ait  : 

A»»,^.  =  Au._,  -  Au,_,  =  (a,  ^  Ux^O  -         -  „    a  =  ^ 
d'où  ; 

««-i  =  ^(o*-f-H»-2): 

suite  qui  est  une  progression  arithmétique.  La  simplicité  de  ce 
procédé  provient  de  la  simpUcité  de  l'hypothèse  sur  laquelle  on 
s  appuie  relativement  à  la  fonction  u' .  1 

40.  -  Menons  au  contraire  par  les  groupes  de  trois  points 
suivants  :  t^"*» 

Ox 

cinq  paraboles  du  second  degré  et  prenons  pour  valeur  ajustée 
de  u.  la  moyemie  arithmétique  des  ordonnées  des  points  d  inter- 
sechon  de  ces  paraboles  avec  Fordonnée  d'abscisse  x  :  ce  procédé 
applique  a  la  fonction  i  qui  exprime  le  nombre  des  vivante  à 
lage  rr,  et  qu'on  pourrait  appliquer  également  à  la  fonction  a 
constitue  la  méthode  bien  connue  d'ajustement  de  Woolhome 

La  formule  d'interpolation  correspondante  s'obtient  très  ai«^ 
ment. 

(^)^^'^vtTmn.—  Math.Stal.unddercn  \wrendunapfrJUr.r.       00    ^  » 
-DW  façon  plus  précise,  l'ajustement  de  Œ^^^^ 
Wittstein  répété  deux  fois.  '       ^^"^aison  est  rajustement  de 


«-7 
*— s 


ilG 
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Posons  : 

=  u,_5,  jo  =  o«»  yt  =  °*+s'  yo — =  Ar-i»  yi  —  r»  =  Ar©» 

et  remarquons  que  Féquation 

y  =  a  -h  pac  -h  ifx^ 


donne  : 


d*ou 


et 


Ar-i  =  ?  — Y  »  A^o  =  P  +  Y,  AV-i  =  aY 


a 


t 


Remplaçons  y©  «ians  l'équation  (74)  successivement  par  u,.,, 

Ux-«,  ...         Ayo  par       —  b,_,  0,+,  —  a*-,  et  Ayj  par 

Bx+3  —  —  Bx-,,  ...  et  par  suite  »  par  7,  6,  ...  3  : 

nous  obtenons  une  valeur  de  Ux  pour  chacune  des  cinq  courbes  ainsi 
définies  et  nous  avons  dit  que  la  moyenne  arithmétique  des 
valeurs  ainsi  obtenues  est  prise  comme  valeur  ajustée  u'x  de  u,  : 

Si  on  effectue  les  calculs  et  qu'on  remplace  les  différences  pre- 
mières  et  secondes  par  leurs  valeurs  en  fonction  des  valeurs  de  la 
variable^  on  obtient  comme  expression  de  u'«. 

o',  =       [a5a,  "h  a4(«x-i  H-  «x+O  -t-  2i(«x-2  -H  n^j) 

-f-  7(ax-8  H-  Ox+a)  -^-  3(n,-*  +  «.+*)  — 

—  a  (u^,      u,+e)  +  3 (««-7      "'-fi)]  = 

-h  o,a8(«ir-8     »*+t)     o,ia(iix-4  -t-  «x+J  — 

—  0.08  (ux_6     B^+e)  ^-  o,îa{n,-.7  H-  B,+7)] 


(75) 
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50.  —  Le  procédé  d'ajustement  de  Woolhouse,  basé  sur  la 
considération  des  différences  premières  et  secondes,  laisserait  in- 
variable une  suite  de  valeurs  de  «x  formant  une  suite  arithmétique 
du  second  degré.  On  démontre  qu'il  laisserait  aussi  invariable  une 
suite  arithmétique  du  troisième  degré  cette  remarque  condui- 
rait à  rejeter  l'interpolation  au  moyen  de  paraboles  du  troisième 
degré  :  mais  Tintroduction  des  différences  troisièmes  peut  s^vir 
à  imposer  aux  arcs  de  paraboles  menés  par  les  groupes  de  points 
Uh  «i+i  une  nouvelle  condition,  grâce  à  laquelle  ils  rem- 
plissent mieux  le  but  que  doit  atteindre  l'ajustement. 

Karup  (')  se  sert  précisément  de  paraboles  du  troisième  degré 
en  les  assujettissant  à  avoir  un  contact  du  premier  ordre  en  leun 
points  d'intersection.  Le  procédé  de  Woolhouse  donne  en  effet 
comme  courbe  ajustée  une  suite  d'arcs  de  paraboles  ayant  des  tan- 
gentes distinctes  en  leurs  points  d'intersection,  d'où  une  irrégula- 
rité qui  disparait  avec  l'ajustement  osculateur  de  Karup. 

On  veut  que  la  parabole  menée  par  les  points  Kx  et  ait  au 
point  Ux  la  même  tangente  que  la  parabole  du  second  degré  définie 
par  u,_j.,  «I,  et  qu'elle  ait  au  point  u,^,  la  même  tangente 
que  la  parabole  du  second  degré  définie  par  Ux,  Ug^^,  u^^^^  :  la  par 
rabole  cherchée  devra  donc  remplir  quatre  conditions  et  son 
équation  devra  contenir  4  paramètres.  Cette  parabole  aura  donc 
une  équation  de  la  forme  : 

(76)  y  =  A  4-  Bx  -h  Gx2  -h  Dx» 

(*)  Laudré.  —  Math,  technitche  Kapitel  zar  Lebentvenickermg,  léna,  1895, 
p.  73.  —  Plus  généralement  :  une  équation  d'ajustement  valaUe  pour  une 
parabole  de  degré  an  est  toujoun  valable  aussi  pour  une  parabole  de  degré 
an  +  1.  Gf.  Die  Methoden  der  Autgleiehung  vonMasienencheinungenéuD''EMMST 

Bla.sciike,  Vienne,  iSgS.  p.  66  et  suîv.  et  Landré.  —  Ausgleichung  mittels  der 
Théorie  des  Minimums  dans  le  «  EhrenEweigs-Assekuranx-Jahrbuch  »,  XXII» 
zweiter  Theil,  p.  38-4o. 

(^)  Ueber  einc  neue  Ausgleichmcjsmethode  dans  les  <(  Transactions  of  the leoond 
iatern.  act.  Congress  »,  Londres,  1898,  p.  3i. 
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On  a  : 

^  =  B-f-aGa;-H3Da:». 

Les  tangentes  aux  points  u,  et  a,^,  auront  donc  pour  coeffidents 
angulaires  B  et  B  +  loC  -+■  75  D. 
Mais  d'autre  part,  si  Ton  pose  ; 

(77)  y  =  «  -I-  pa;  -4-  Y»* 

on  a  : 

d'où 


P 


10 


et  puisque  (^^^^est  égal  à  ^  : 

B  =  p. 

En  remiOaçanl  dans  (77)  et  a^^,  respectivement  par 

Ox,       et  tt,4.|ç,  on  a  de  même 


10 


comme  coefficient  angulaire  de  la  tangente  au  point  11,4.5. 
On  a  donc  : 

(78)  B  =  °*+»  —  '^-^ 

10 

(79)  B-4-ioC-+-75D  =  ^£±i5^=i!£ 

'  10 

et  en  remplaçant  dans  (79)  B  par  sa  valeur  tirée  de  (78)  : 

(80)  loC  -i-  75B  =      10  —  a*-ft  —  Px  H-  ax>5 

10 

L'équation  (76)  donne  : 

u,4.5  =  Ux  -h  5B  -h  a5G  -h  ia5D. 


THÉOME  SCMUSZiaUE  BE  hk  «ÛBÏAUTÉ  ît^ 


Qm^Um  aîaéMMMtmiieaçliiganiB  parksièQM  : 

(81)  "'•t-i  ~         """'^  =  C  H-  5D. 

Les  équations  (80)  et  (81)  résolues  par  rapport  à  G  et  à  D 

donnent  à  leur  tour  : 

5o 

D  =  "^+iO           3°X+B  +   

et,  puisque  Ton  a  : 

A  =  a« 


10 


on  obtient  finalement  : 


10 

(82)  )  +  —        -4-  ^^H-B  —  5ax  -H  aUx^B ^.s 

^  00 

ou,  si  l'on  pose  : 

âSo 

équation  qu'on  peut  écrire  : 

25ou«  = —  x{x  —  5)-  u_5  +  (3a;^  —  aôx^  h-  25o)uq  -i- 
(a5aî  +  20x^  —  3x')ii-,  +  (x^  —  5»*)ttj,. 

£n  donnant  à  Uq  les  valeurs  Ux,  u,.^,  Ux_2»  u^.j»  u,.^  et  par  suite 
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k  x  les  valeurs  o,  i,  a,  3,  4,  l'équation  jwécédente  donne  succes- 
sivement : 

aSoKx 

—  iaa,_g  -t-  io6ii,_8     1741?»+,  —  i8a^, 

—  4  Hz-,  -h  4aiix_4  H-  aa8«;r+j  —  i6ux+6 

On  en  déduit  la  valeur  ajustée  11'^  de  ihen  additionnant  membre 
à  membre  les  équations  (83)  et  en  divisant  par  12  5o  : 

1        a'a.  =  0,2  n,  +  o,  1824        -h  «x+j) 
\  -Ho, iSga (a,_2  n,^^) 

(84)     l  -4-  0,0848(11,^3     n,+3)  -h  o,o336(mx-4  -h  iix+4) 

I    —  O.OI28(m^_6  +  0,0144  («r-T  -H 

\  —  0,0096        H-  u^_^3)  _  o,0032  (u,_,  4-  j 
C'est  la  formule  de  Karup. 

51.  —  La  méthode  d'ajustement  de  Wittslein-Finlaison  vue 
précédemment  est  un  cas  particulier  de  la  méthode  de  Iligham  (*)  : 
ce  dernier  s'appuie  sur  la  possibilité  de  remplacer  une  suite  donnée 
par  une  suite  obtenue  en  divisant  par  p  la  somme  de  p  termes  con- 
sécutifs de  cette  suite,  puis  en  divisant  par  q  la  somme  de  q  termes 
consécutifs  de  la  suite  ainsi  obtenue,  en  divisant  par  r  la  somme 
de  /'  termes  consécutifs  de  la  nouvelle  suite  et  ainsi  de  suite.  Cette 
substitution  donne  des  résultats  corrects  jusqu'aux  différences 
secondes  et  troisièmes. 

Soient 

U()f  Uj,  Ugt  .*• 

(*)  On  ihe  graduation  of  mortality  tables,  «  Journal  of  thelnst.  of  actuaries  » 
vol.  XXV. 


(83) 
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350«j; 
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les  termes  de  la  suite  primitive.  Posons  : 

Sp^o  =  «0     °i      •••  "^-1 
S^,,çUq  =  S^Uq  -4-  Syiij  ...  S^Ug_j 

On  trouve  aisément  que  si  l'on  pose  : 

et  si  on  convient  de  remplacer  Texposant  de  A  dans  le  développe- 
ment du  binôme  (i  A)"  par  l'indice  exprimant  Tordre  de  la  diffé- 
rence, on  a  : 

Q  Ci  -h  A)^  —  I 
Si>«o  =  "o  '  ^  

S    a  -  u      +  A)!»  -  I  .  (I  -^  A)^  -  I 


s     u  -B  ('  +  ^)''-'  -  (t  +  A)»-i  .  (I 


+  A)r—  I 


A  A  A  • 

La  comparaison  des  expressions  ainsi  définies  avec  les  expressions  : 

p —  I  9  —  1  r — I 

pu^(i  -f-  A)~T~,    qu^ii  +  A)  a   .    raç(i  -h  A)~I~, 

(l  -H  A)  a  

conduit  à  l'égalité  : 

-  >K  s  (, + A.'-f^'       .  i£-^^>  A. ....  j 

OÙ  l'on  a  posé  : 

M  =p.g 
A  =  p  -i-  g 


4^  MATflÉlUTfQUB  JNCS  ACniAIIiaB 

On  trouve  d'une  façcm  Mialogaa,  en  cWgiiMit  par  M,  A,  B  ie 

produit,  la  somme  et  la  somme  des  carrés  de  /),  q,  r  : 

S     u  —u      -i-  A)y  —  1  (i  H-  A)g  —  I  (1  H-  A)"  —  1 

*^/>.Çfr  «0          "O  ^   ~  = 

On  démontre  qu'en  supposant  cette  relation  vraie  pour  n  termes 
elle  subsiste  pour  w  i  termes.  En  modifiant  le  sens  de  M,  A,  B 
d'une  façon  convenable,  on  a  donc  : 

o  ^  A— Il 

Sp.5.r,t  ...  Oo  ==        ^  (i  4-  A)~F"  H- 

^  Ï7BT4  \^  ^  2  ^  /     -  5 

où  n  désigne  le  nombre  des  sommations  effectuées. 

En  négligeant  les  différ^œs  d'ordre  supérieur  au  troisième  et 
en  remarquant  que  Ton  a  : 

A— » 

s 

on  obtient  : 

Sy,g,r,t...     B  —  n  A.—  n-f-a 


^  ^  .  «,  ^A-  -H  ^          A«  1 


et  la  proposition  énoncée  au  début  est  démontrée. 
Si  Ton  pose  simplement  : 


(85)  Ha    ,=  ^^'g'^'^- 

^    '  ûTliî  p.q.r,t„. 

on  commet  une  erreur  par  excès  ou  par  défaut  suivant  le  sens  de 
l'inégalité  : 


''.(a'+^-;-^'a)so. 
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Les  courbes  de  mortalité  sont  telles  que  le  premier  membre  de 
rin^alité  est  toujours  positif.  Il  en  résulte  que  la  formule  d'ajus- 
tement de  Fîalaison-Wittstaii,  qm  se  ééduit  ée  k  fomide  (85)  en 
posant  n  =  2j  p  =  q  =  fournit  des  valeurs  ajustées  trop  fortes. 
Higham  parvient  à  éliminer  l'erreur  provenant  de  l'application  de 
la  formule  (85)  m  ^ectuant  dcfox  sommations  différentes 

S  S' 

pour  lesquelles 

A  —  n  =  A'  —  n' 

I,         _____  • 
3  a 

On  a  alors  : 

Sp,o,r,t...      B — n  A— ii-Ha.,\ 

"A-;  =  -^'m  5-574   i  ^  j 

S'iC.ï'.r'.r...     B'  — n'  .  A'  — n'-l-a  ,,\ 

3 

d'où,  en  éliminant 

a 

entre  ces  deux  relations  : 

§£^i£i*  (B'  —  n')  —  ^^^^^^j^  (B  ^  n) 

3  ' 

On  a,  par  exemple,  comme  cas  particulier  de  la  relation  (86  j,  les 
formules  d'ajustement  suivantes  : 

a-  =  — —  '^-^i  Jii»  =  o,!ilo6u«  -H  0,IÛ2(U-  -H  u_,) 

'  10.000  OOO  u    \  i  tt 

-h  o.i4i86(b4.j  h-  u«j)  ~h  0.07946  (u+j  -H  u_,)  -4- 
-h  o.oa4(o+i  —  0.0053(04.,  -h  u_5)  H- 

-h  0.016  («6  -f-  «_6)  —  0.0144  (u^  ^-  U_,)  

—  o.oo693{u4.8  -h  u_g) 
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et  une  infinité  d'autres  qu'on  déduit  immédiatement  de  la  formule 

(86)  et  qui  sont,  comme  cette  dernito,  exactes  jusqu'aux  diffé- 
rences quatrièmes 

5S«  —  Toutes  les  méthodes  d'ajustement  indiquées  jusqu'ici, 
ainsi  que  beaucoup  d'autres  méthodes  analogues,  peuvent  être 
considérées  comme  des  cas  particuliers  de  l'équation  générale 
d'ajustement  : 

«  *  =  PqU,  -h  Pi  (u,+j  -h  a,_j)  H-  p,  (a,+,      u,_,)  4- 

Landré  (^)  se  propose  de  déterminer  des  valeurs  po»  Pi  telles 
que  l'expression 

(87)  V^^o' H- M /'i'-i-/>i^^- 

soit  un  minimum  :  le  système  des  quantités  p  est  assujetti  en  outre 

à  vérifier  l'équation  qui  exprime  que  l'ajustement  correspondant 
n'altère  pas  une  suite  de  valeurs  Ux  formant  une  suite  arithmétique 
d'un  degré  choisi  arbitrairement. 

Supposons  par  exemple  que  ce  degré  soit  le  premier  degré  :  les 
quantités  p  doivent  alors  vérifier  la  relation  unique  : 

(88)  JB©  -h  a(/>,  -f-p,  H-  ...  H- p„)  ==  I 

et  rendre  minimum  l'expression  (87)  d'où  il  résulte  : 

(')  Cf.  HiGHAM.  —  Loc.  cit.  ;  Blaschke.  —  Loc,  cit.,  p.  81 -85  et  pour  )a 
méthode  de  Behm,  relative  à  la  correction  de  l'erreur  provenant  de  Tadoption 

de  la  formule  (85),  pages  108  et  suivantes. 

(^)  Die  Aasgleichung  mittels  der  Théorie  des  Minimum,  déjà  cité. 
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et 

(«x-a        «x+â)  +  •••  («x+«  -H  «x-n)] 

qui  comprend  comme  cas  particuliers  les  formules  de  Finlaison- 
Wittstein  (n  =  2,  n  =  12). 

Supposons  au  contraire  que  l'on  ait  n  =  9  et  que  la  parabole 
que  Ton  veut  mener  soit  du  troisième  degré.  Il  s'agit  de  rendre 
minimum  la  quantité  : 

en  supposant  les  quantités  p  liées  par  les  équations  : 
♦0  =/»•  +  a(Pt     i»t     —  Pj)  —  I  =  o 

Gela  revient  à  rendre  minimum  la  quantité 

?  H- ^0*0 -^  ^1+1 
et  on  trouve  comme  formule  d'ajustement  : 

a'x  =  ^g-,  I  269a,  H-  264 11,-4      «x+i)      249(0,+,  -h  n,_â) 

-+-  i44(ax+5     ««-s)  H-  89(tt«+6     »*-6)  +  24(04^.7  H-  «*-7) 

—  5i  (u,4-8  -h  u^-g)  —  i36(u,+,  4-  u,_j) 

à  laquelle  correspond  pour 

v/po*-ha(p4»H-p,*-i-...) 

la  valeur  o,345 

(^)  BoHuiANH  (j^tn  Âusgleiehungsproblem  dans  les  «  Mitt.  der  Kôn.  Ges. 
der  Wissenchtften  »  de  Gôttingue»  1S99,  3)  veut  que  rajustemt&t  vérifie  la 
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54.  —  Une  propriété  commune  à  toutes  les  méthodes  considé- 
rées jusqu'ici  est  la  suivante  :  dmu  duttnne  de  ces  méthodes, 
l'équation  d'ajustenmt 

y  =  0,  -h  a^x  H-  ...  4.  a^jaî«-t 

(Oô,  a^,  ...  a„_,  étant  des  constantes)  n  est  pas  autre  chose  que  l'iu- 
tégrale  de  Féqnation  aux  dilTérences  finies  : 

Considérons  maintenant  une  fonction  quelconque  d'une  variable 
dépendant  de  n  constantes  et  supposons  qu'on  y  remplace  ces  n 
constantes  par  n  fonctions  de  la  même  variable  :  si  ces  fonctions 
varient  très  peu  lorsque  la  variable  parcourt  un  certain  intervalle, 
on  peut  les  conâdérer  comme  constantes  dans  rintervalle.  Il  en 
résulte  que,  dans  cet  intervalle,  la  fonction  pourra  être  déterminée 
d'une  façon  approchée  par  une  équation  différentieUe  (ou  aux  diffé- 
rences finies)  ne  contenant  plus  les  n  fonctions. 

Si  dans  un  nouvel  intervalle  les  n  fonctions  varient  de  même  in- 
sensiblement, lequation  proposée  sera  encore  équivalente  dans  ce 
nouvel  intervalle  à  une  équation  différentieUe  ou  à  une  équation 
aux  différences  finies  d'ordre  n  qui  coïncidera  nécessairement  ave© 
l'équation  relative  au  premier  intervalle. 

condition  : 

(0  A -f  Y'B  =  iiii]iiiDnm 

où  Ton  a  posé  : 

*»  n  —  I 

■Xsss  I  I 

7»  et  Y),  exprimant  respectivement  la  valeur  observée  et  la  valeur  ajmtée 
=  ^'  2»  •••  n)  et  y'^  étant  un  nombre  positif  ^poids). 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l  equaUon  (i)  soit  vérifiée  est 
la  suivante  : 

T.n  —  y,  ^  Y2  (^7^^  _  lr^,-i) 

(Aiço  «  A.r,„  «  o). 
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Avec  rintégrale  d'nne  ^qvuHion  difiéra&tiefle  oa  d'une  équatioa 
aïKxdifiG^nces  finies  oa  peut  toujours  former  une  fonction  quel- 
conque, en  remplaçant  chacune  des  constantes  de  l'intégrale  par 
une  fonction  de  la  variable  indépendante  :  mais  dans  une  première 
approximation,  l'intégrale  d'une  équation  différentieUe  (ott  aux  dîl> 
féraices  finies)  d'ordre  n  peut  être  eonsidérée  comme  cotecidanl 
avec  une  fonction  de  a  fonctions  presque  constantes  dans  un  in- 
tervalle donné. 

Les  méthodes  dont  nous  nous  occupons  actuellement  sont  basée» 
sur  cette  remarque  et  leur  diegré  éà  précision  dépend  du  degcé 
d'exaetitade  de  l'hypothèse  d'où  elles  sont  déduites  :  elles  n'ont 
une  valeur  scientifique  que  si  on  examine,  avant  de  s'en  servir, 
dans  quelles  limites  elle  sont  applicables. 

Si  au  contraire  on  se  propose  seulement  d'obtenir  un  niveUe- 
ment  des  suites  fournies  par  l'observation,  qu'on  rejette  en  seconde 
ligne  le  but  primitif  de  l'ajustement  et  qu'on  n'ait  en  vue  que  di- 
vers résultats  pratiques,  sans  rechercher  d'ailleurs  si  les  résultat* 
d'observations  antérieures  prouvent  que  les  méthodes  choisies  sont 
applicables,  ces  méthodes  ne  sont  que  de  aiBaples  instrasMats  mé- 
caoiq^  et  n'ont  plus  aucune  vakur  scientifique  (^). 

XV.  —  Ajustement  graphique 

55.  — Soit  y  une  fonction  déterminée  fdex:  portons  sur  Taxe 

des  abscisses  les  différentes  valeurs  de  la  variable  x  et  sur  les  ordon- 
nées des  points  ainsi  obtenus  portons  les  valeurs  correspondantes 
de  y  obtenues  par  l'observation  ;  si  on  suppose  que  la  courbe  dé- 
finie par  l'équation  y=f(x)  est  une  courbe  à  alhue  simple,  la  dis- 

(»)  Cf.  BiAscHu.  —  Loe.  cit.,  p.  60,  86.  —  Je  renvoie  le  lecteur  à  ce  der- 
nier travail  pour  une  étude  plus  approfondie  des  méthodes  d'ajustement  :  ces 
méthodes  sont  étudiées  dans  ua  esprit  de  génénlintbii  qu'oa  dMrchenîl«i  Uia 
chez  d'autres  auteurs. 
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position  présentée  par  l'ensemble  des  points  (x,  y)  âera  d'autant 
plus  régulière  que  les  valeurs  fournies  par  l'observation  seront  plus 
voisines  des  valeurs  réelles  de  y  ou,  en  d'autres  termes^  que  les 
observations  auront  été  plus  précises.  L'ajustement  graphique  con- 
siste à  remplacer  la  ligne  brisée  obtenue  en  joignant  successive- 
ment les  points  {x,  y)  marqués  dans  le  plan  par  une  courbe  con- 
tinue et  à  allure  régulière  laissant  ces  points  les  uns  au-dessus,  les 
autres  au-dessous,  tout  en  s'en  écartant  le  moins  possible.  On 
prend  comme  valeur  de  y,  pour  n'importe  quelle  valeur  de  la  va- 
riable, l'ordonnée  de  la  nouvelle  courbe  correspondant  à  cette 
valeur  de  la  variable.  On  a  non  seulement  ajusté  ainsi  le  système 
primitif  des  données,  mais  on  a  même  interpolé  entre  les  divers 
nombres  :  Tinterpolation  consiste  en  ^et,  au  point  de  vue  géomé- 
trique, à  déterminer  une  courbe  qui  contienne  une  série  discontinue 
de  points  donnés. 

Le  procédé  d'ajustement  graphique  est  le  plus  général  et  le  plus 
simple,  mais  c'est  aussi  celui  pour  lequel  l'exactitude  de  l'ajuste- 
ment dépend  le  plus  de  Thabileté  de  l'opérateur.  Tandis  que  dans 
les  autres  méthodes  la  volonté  du  calculateur  n'intervient  plus  après 
qu'il  a  choisi  la  méthode  à  suivre,  dans  l'ajustement  graphique 
cette  volonté  intervient  pendant  toute  l'opération.  Gela  peut  être 
un  avantage,  car  cela  permet  au  calculateur  de  tenir  compte  dans 
la  marche  du  phénomène  de  certaines  particularités  qui,  avec 
d'autres  méthodes,  n'influeraient  pas  sur  le  résultat  final  ;  mais 
c'est  aussi  un  inconvénient,  car,  en  l'absence  d'une  méthode,  le 
résultat  de  l'opération  dépend  du  jugement  et  même  de  l'état  phy- 
sique ou  de  l'habileté  manuelle  de  l'ajusteur. 

Cet  inconvénient  peut  d'ailleurs  être  atténué. 

Une  des  modifications  employées  à  cet  effet  consiste,  par  exemple, 
à  porter  sur  chaque  ordonnée,  au-dessus  et  au-dessous  de  la  valeur 
observée,  une  longueur  mesurant  la  précision  de  l'observation,  un 
multiple  de  l'erreur  moyenne,  par  exemple.  Nous  savons  qu'on 
peut  calculer  la  probabilité  pour  que  la  différence  entre  la  valeur 
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a  priori  et  la  valeur  a  posteriori  d'une  probabilité  mathématique 

ne  dépasse  pas  un  certain  multiple  de  l'erreur  moyenne.  La  série 
des  valeurs  observées  se  trouve  ainsi  encadrée  entre  deux  autres 
séries  de  valeurs  (la  série  des  valeurs  observées  augmentées  d'un 
multiple  de  Terreur  moyenne  et  la  série  des  valeurs  observées  dimi- 
nuées du  même  multiple  de  l'erreur  moyenne)  qui  s'en  écartent 
plus  ou  moins  suivant  la  précision  plus  ou  moins  grande  de  chaque 
observation.  Le  calculateur  sait  alors  qu'il  ne  doit  pas  sortir  de  la 
zone  d'erreur  définie  par  les  deux  séries  qui  servent  ainsi  à  guider 
plus  sûrem^t  sa  main. 

XVI.  --  Relevé  des  données  statistiques 

56.  —  Nous  avons  vu  qu'on  est  conduit  à  grouper  les  obser- 
vations de  plusieurs  Compagnies  d'assurances,  car  il  est  Indispen- 
sable d'avoir  des  données  matérielles  étendues  comme  base  d'une 
table  de  mortalité  de  groupes  assurés.  Mais  ce  groupement  n'est 
possible  que  si  ces  observations  sont  homogènes  :  il  faut  d'abord 
que  l'objet  même  de  la  statistique  soit  hcmiogène  et  on  présimie 
qu'il  en  est  bien  ainsi  lorsqu'il  s'agit  de  groupes  contem- 
porains appartenant  à  une  même  nation,  mais  il  faut  en  outre 
qu'il  y  ait  homogénéité  dans  la  forme  des  relevés  statistiques,  c'est- 
à-dire  que  les  relevés  soient  faits  d'après  un  système  unique,  de 
façon  que  la  définition  de  chaque  unité  et  son  mode  de  recense- 
ment soient  identiques  pour  les  diverses  Compagnies. 

Le  choix  de  telle  ou  telle  unité  n'est  nullement  indifférent,  ni  en 
ce  qui  concerne  le  mode  de  recensement  et  la  possibilité  d'éviter 
les  erreurs  provenant  des  individus  assurés  jdusieurs  fois  et  à  des 
Compagnies  di£fêr^tes,  ni  en  ce  qui  concerne  la  valeur  logique 
des  données  définitives. 

Au  point  de  vue  de  la  statistique  de  la  vie  humaine.  U  serait 

BaoGGx  o 
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particûlîèrem^t  important  de  (nrendre  Tindividu  connue  unité, 
mais  il  faut  alors  que  chaque  personne  soit  Tobjet  d'un  relevé 

unique,  quel  que  soit  le  nombre  des  assurances  qu'elle  a  contrac- 
tées. Si  on  fait  correspondre  une  ûche  à  chaque  unité,  il  faut 
qu'on  puisse  remplacer  ensuite  les  fiches  établies  par  les  diverses 
Compagnies  auxquelles  la  personne  est  assurée  par  une  fiche  unique 
qui  les  résume  d'après  des  principes  posés  une  fois  pour  toutes 
d'une  façon  claire. 

Si  on  choisit  comme  unité  la  police  d'assurance,  chaque  per- 
sonne est  comptée  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  polices  la  concernant  ; 
si  on  choisit  la  sélection,  elle  est  comptée  autant  de  fois  qu'elle  a 
été  soumise  à  un  examen  médical  à  la  suite  duquel  elle  s'est  assu- 
rée ;  si  on  choisit  la  somme,  elle  est  comptée  autant  de  fois  qu'elle 
s'est  assurée  ou  qu'il  y  a  eu  des  modifications  dans  le  montant  des 
assurances  contractées  par  elle. 

Les  règles  concernant  le  mode  de  recensement  sont  naturelle- 
ment celles  qu'on  applique  à  tout  relevé  statistique.  On  attribue  à 
chaque  unité  (quelle  que  soit  l'unité  choisie)  une  fiche  contenant 
tous  les  remognem^its  qoi  peuvent  servir  à  identifier  cette  imité, 
le  sexe,  l'âge  au  moment  du  contrat,  la  durée  de  l'opération,  la 
cause  de  la  fin  de  l'opération  (mort,  échange,  etc.),  la  cause  de  la 
mort,  le  montant  et  la  forme  du  contrat  d'assurance,  etc.  (^). 

XVII.  —  Aperçu  sur  quelques  tables  de  mortalité 

de  groupes  assurés 

57.  —  Sans  parler  de  la  table  de  Halley  (1693),  qui  fut  em- 
ployée par  des  Compagnies  d'assurances  mais  qui  provenait  d'ob- 
servafions  faites  sur  la  population  de  la  ville  de  Breslan,  nous 

(')  Cf.  GzuBEH.  —  Loe.  ci(.,  pages  383-386. 
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citerons  (*)  parmi  les  tables  les  plus  anciennes  concernant  des 
groupes  assurés  cdle  de  Kersseboom  et  celle  de  D^Murcienx  : 

Kersseboom  (1691-1771),  se  servant  de  statistiques  dressées  par 
l'administration  hollandaise  des  rentes  viagères^  suit  le  groupe  des 
individus  qui  entrent  en  possession  de  leur  rente  à  un  même  âge 
et  étudie  l'élimination  de  ce  groupe,  en  résumant  les  données  dans 
une  table  unique.  Pour  la  première  année  de  vie,  il  se  swt  des 
données  relatives  k  Vmseaàâo  des  populations  de  la  Hollande  et  de 
la  Frise  occidentale. 

Des  deux  tables  de  Deparcieux  (i  703-1768)  l'une  concerne  les 
religieux  et  les  religieuses  de  divors  conveals  de  Paris,  l'antav  les 
memlvres  (au  nombre  de  10000  aviron)  des  tontines  fondées  en 
1689,  1696,  1734.  La  table  de  Deparcieux,  concernant  des  ren- 
tiers et  par  suite  des  têtes  choisies,  présente  néanmoins  des  coeffi- 
cients de  mortaUté  élevés,  surtout  pour  les  âges  exteémes  (eUe 
«'arrête  à  94  ans).  Les  €k>iiipftgineB  firançaîses  qui  l'adoptèrent 
durent  modifier  à  plusieurs  reprises  les  primes  déduites  de  cette 
table. 

Parmi  les  tables  postérieures  aux  précédentes,  et  conoemant 
également  des  groupes  assurés,  citons  celles  de  YEquitabk  Society 
de  Davis  (1826),  de  de  Morgan  (i834),  de  Finlaîson  père  (1829 
et  1860),  de  Finlaison  fils  (1867),  des  Compagnies  écossaises 
{1869)  :  on  peut  les  considérer  comme  n'ayant  plus  actuelkment 
qu'une  valeur  historique. 

Pteni  les  tables  de  mortalité  modernes,  déduites  d'dbservations 
très  étendues  et  employées  très  souvent  à  l'heure  actuelle,  citons 
les  tables  des  dix-sept  Compagnies  anglaises  (^)  suivies  un  peu  plus 

(<)  Pour  une  cnuméralion  plus  complète  des  tebles  de  mortaUté  nous  ren- 
voyons aux  traiU's  de  statistique  générale,  par  exemple  à  Virgili.   StatisêiM, 

llœpli,  1898,  io4  ouVa  Landré.  —  Loc.  cit.,  p.  97  et  pour  des  renseigne- 
ments très  détaillés  à  VVesïergaard.  — Die  Lehre  der  Mortalilat,  etc.,  déjà  cité. 

(2)  Tables  exhibiling  the  law  of  mortality  deduced  from  the  combined  expérience 
of  17  Life  assurances  offices.  London,  i843. 
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de  vingt-cinq  ans  plus  tard  par  les  tables  des  vingt  Compagnies 

anglaises  {*)  qui  sont  classiques. 
Elles  concernent  : 

La  table  {healthy  maies  lives)  les  risqaes  nonnaux  (hommes 
bien  portants  assurés  en  cas  de  mort)  ; 

La  table  [healthy  female  lives)  les  femmes  bien  portantes  assu- 
rées en  cas  de  mort  ; 

La  table  H^^  (healthy  maie  and  female  Uves)  les  personnes  bien 
portantes  assurées  en  cas  de  mort,  sans  distinction  de  sexe  ; 

La  table  (healthy  maie  lives ^  omitting  the  Jirst  five  years 

of  assurance)  la  mortalité  des  hommes  bien  portants  à  partir  de 
la  cinquième  année  d'assurance  (c'est-à-dire  quand  l'influence  de 
la  sélection  initiale  est  neutralisée). 

La  célèbre  table  concerne  i3o243  têtes  et  20261  décès  : 
elle  a  été  ajustée  d'abord  par  la  méthode  de  Wooihouse  et  elle  a 
été  étendue  plus  tard  (1887)  aux  âges  au-dessous  de  10  ans  (omis 
primitivement)  et  ajustée  par  la  formule  de  Makeham. 

Les  tables  des  vingt-trois  Compagnies  aUemandes  (^)  compren- 
nent les  tables  M.I,  W.I,  M.u.W.I  qui  concernent  respectivement 
les  hommes,  les  femmes,  les  hommes  et  femmes  assurés  à  la 
suite  d  un  examen  médical  complet  et  dans  des  conditions  nor- 
males ; 

Les  tables  Mil,  WII,  MuWII  qui  concernent  les  hommes,  les 
femmes,  les  hommes  et  femmes  assurés  à  la  suite  d'un  examen 
médical  complet,  mais  moyennant  des  primes  supplémentaires  : 

Les  tables  M.III,  W.UI,  Mu.WIII  qui  concernent  les  hommes, 
les  femmes,  les  hommes  et  femmes  assurés  à  la  suite  d'un  exa- 
men médical  seulement  partiel  ; 

(1)  The  mortaîity  expérience  of  life  assunmeè  compames^  collected  hy  the  Insti~ 
tute  of  aetuaries.  London,  i863. 

(2)  Deutsche  Sterblichkeitstafeln  ans  den  Erfahrungen  wm  23  Lebensvenieher- 
Uttg»g0$ellsehaftenj  verôffentliçht  im  Auftrage  des  Kollegiwns  f&r  Lebaumrsieher- 
ungsgeselischaft  zu  Berlin,  Berlin,  i883. 
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Les  tables  M.IV,  W.IV,  Mu.  W.IV  qui  concernent  les  hommes, 
les  femmes,  les  hommes  et  femmes  assurés  sans  examon  médical. 

Ces  tables,  ajustées  par  ZiUmer,  comprennent  ime  population 
assurée  de  858 5oo  individus. 

Les  tables  des  quatre  Compagnies  françaises  (*)  concernent  : 

La  table  A.  F.  (assurés  français),  les  assurés  en  cas  de  mort  à  la 
suite  d'un  examen  médical  complet  et  dans  des  conditions  normales  ; 

La  table  R.  F.  (rentiers  français)  les  rentiers  viagers  français. 

La  première  comprend  229  i/i3  têtes  et  22617  décès.  Elle  a  été 
ajustée  par  la  formule  de  Makeham  et  les  valeurs  des  constantes 
figurant  dans  cette  formule  ont  été  corrigées  par  la  méthode  des 

moindres  carrés. 

Les  nouvelles  tables  anglaises  de  mortalité  (^l,  basées  sur  les 
observations  de  trente  années  (iSôS-iSqS),  divisent  les  assurés  en 
trois  catégories  principales  : 

a)  assurés  en  cas  de  mort  ; 

b)  assurés  en  cas  de  vie  et  de  mort  (par  des  opérations  mixtes)  ; 

c)  rentiers  viagers. 

Elles  prennent,  comme  les  tables  précédentes,  pour  base  de  la 
classification  le  sexe  et  la  sélection  médicale  :  mab  elles  en  diffè- 
rent surtout  en  ce  qu'elles  tiennent  aussi  compte  du  fait  que  les 
conditions  particulières  à  chaque  opération  (mode  de  paiement  des 
primes,  durée  de  l'opération,  participation  ou  non  aux  bénéfices) 
répondent  aux  besoins  variés  de  classes  de  la  population  différentes 
au  point  de  vue  économique  et  déterminent  une  troisième  espèce 
de  sélection  (outre  la  sélection  médicale  et  Tauto-sélection)  que 
nous  avons  déjà  nommée  sélection  sociale. 

(*)  Tables  de  mor  taliU  da  comité  des  compagnies  d'assuremees  à  primes  fixes  sur 

la  vie,  Paris,  1896. 

('^)  Combined  expérience  oj  assured  lives  (i 863-1 893)  collected  hy  the  institate 
of  aetuaries  and  the  faculty  of  aetuaries  in  Scotland.  London,  1900,  vol.  I; 
Whole  life  assurances,  maies,  vol.  II  ;  Whole  life  assurances,  jemales,  vol.  III  ; 
Endowment  assurances  and  minor  classes  oj  assurance^  maies  and  females,  vol.  IV. 
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Ces  tables  se  diviseiit  en  sekct-tables  dans  lesquelles  les  bases  de 
la  classification  sont  l'âge  et  la  durée  de  ropération  et  en  aggregate- 
tables  dans  lesquelles  on  tient  compte  de  l'âge  seulement. 

C'est  ainsi  que  nous  trouvons,  pour  les  assurances  en  cas  de 
mort  des  assurés  mâles  : 

I.  Des  sélect-tables  basées  sur  les  données  d'opérations  d'une 
durée  de  o  à  9  ans,  contenant  les  probabilités  de  décès  pour  cbaque 
âge  séparément  et  pour  des  groupes  quinquennaux  d'âges  et  di- 
visées en  deux  suivant  qu'U  y  a  ou  non  participation  aux  bénéfices. 

^.Desaggregate-'fableshgisées  sur  les  données  concernant  les 
opérations  contractées  avant  le  i**^  janvier  iS63,  après  le  jan- 
vier i863  ou  à  d  autres  époques  déterminées.  Ces  dernières  sont 
elles-mêmes  classées  suivant  la  durée  de  l'opération  :  elles  con- 
cernent les  opéiatiûns  contractées  depuis  plus  de  5,  6,  10  ans, 
de  manière  à  mettre  en  lumière  la  neutralisation  graduelle  de 
l'influence  de  la  sélection  ;  elles  sont  divisées  en  deux,  comme  les 
précédentes,  suivant  qu'il  y  a  ou  non  participation  aux  bénéfices. 

Pour  les  opérations  en  cas  de  vie  des  assurés  hommes  et 
femmes,  nous  trouvons  : 

1.  Des  select-tables  ordonnées  suivant  l'âge  initial  et  suivant 
l'âge  au  moment  de  l'observation. 

2.  Des  aggregcUe-iables  concernant  toutes  les  opérations  ou  les 
opéffttkH»  coatraciées  depuis  plus  de  5  ans  ou  de  10  ans  (')  (-). 

(i)  Au  sujet  des  nouvelles  tables  anglaises,  voir  Gzuceh,  —  «  :\litthcilungen 
des  Verbandes  fur  ôsterr.  und  ung.  Ycrsicherungstechnikcr  »  (résumé  dans  le 
c  BoUetino  degli  Attuari  i>,  n"^  12,  i3)  et  «  Zeitsclirift  fur  die  Ges.  Versi- 
cherungswissencliaft  »,  Neuere  Sterbliehkeits-Untersuchungen  an  Versiclierten  » 
jniUet  1905. 

(f)  Un*j9if9Bdù  table  de  mortalité  déduite  de  Texpérience  des  Compagnies 
italiennes.  La  table  de  mortalité  de  la  population  italienne,  que  nous  avons 
déjà  citée,  a  été  élaborée  par  la  Direction  générale  de  la  statistique  d'après  les 
données  de  la  période  de  douze  ans  1876-1 887.  L'ajustement  de  cette  table  a 
donné  lieu  à  quelques  travaux  de  valeur  de  MM.  Armenante«  Perozzo  ei 
d'autres  auteurs,  parus  dans  VArchivio  di  StatisUca, 
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XVin.—  Légitimité  de  Pexistenee  d^nne  protabiUtédo  dioèst 

théorie  de  la  dispersion. 

58.  —  L'axi<Hne  énoncé  au  défaut  d*après  lequel  il  y  a  pour 
tout  individu  (x)  d'un  groupe  une  probalnlité  p{x,  x  ■+-  m) 
fonction  de  3?  et  de  m  pour  que  l'individu  d'âge  x  soit  vivant  à 
lage X  -h  m  est-il  légitime P  Autrement  dit  :  les  résultats  auxquels 
on  parvient  en  partant  de  cet  axiome  ne  SKmt-iis  pas  en  contra- 
diction avec  les  manifestations  réelles  du  phénomène  de  la  mor- 
talité P  II  est  évident  que  s'il  en  est  ainsi,  une  théorie  fondée  sur 
cet  axiome  peut  bien  être  vraie,  en  ce  sens  que  les  raisonnements 
peuvent  ne  jamais  conduire  à  des  résultats  en  contradiction  avec 
Faxiome  ou  contra<Uctoires  entre  eux,  mais  que  cette  théorie  doit 
être  considérée  comme  dépourvue  de  toute  valeur  au  point  de  vue 
des  applications. 

Supposons  qu'il  y  ait  la  probabilité  p  pour  qu'un  événement  E 
oit  lieu  et  qu'on  fasse  s  épreuves  :  nous  avons  vu  que  la  probabilité 
pour  que  E  ait  lieu  n  fois  est  : 

Nous  avons  vu  aussi  que  si  on  suppose  s  très  grand  et  que  dans 
plusieurs  séries  de  s  expériences  l'événement  ait  eu  lieu  /ij,  /I2,  ... 
rim  fois,  ces  derniers  nombres  se  groupent  autour  de  leur  valeur  la 
plus  fréquente  : 

n  =  sp 

(qui  coïncide  actuellement  avec  la  valeur  probable  n*"  de  n)  suivant 
une  loi  qui  est  la  loi  des  erreurs  de  Gauss  : 

(a) 

Nous  dirons  qu'il  y  a  dispersion  normale  si  le  mode  de  groupe- 
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ment  est  celui  qui  est  défini  par  (a)  et  nous  dirons  de  même  qu'un 
certain  mode  de  groupement  autour  de  la  valeur  la  plus  fréquente 
présente  une  dispersion  sous-normale  ou  sur-normale  suivant  que 
les  écarts  entre  les  nombres  /i^,  /12,  ...  et  le  nombre  n  se  présentent 
avec  une  fréquence  plus  faible  ou  plus  forte  que  celle  définie  par  (a). 

Pratiquement  cette  définition  revient  à  celle-ci  :  il  y  a  dispersion 
normale,  sur-normale  ou  sous-normale  suivant  que  l'erreur 
moyenne  ou  la  moyenne  arithmétique  des  erreurs  correspondant  à 
une  série  d'épreuves  sont  égales,  supérieures  ou  inférieures  (»)  à 
cell^  qu'aurait  données,  toutes  choses  égales  d  ailleurs  une  série 
présentant  des  probabilités  variant  suivant  la  formule  (a). 

Autrement  encore  :  désignons  par  m  Terreur  moyenne 

définie  par  (a),  par  [i  l'erreur  moyenne  effective 

^         n  —  I 

011  Ton  a  posé  : 

a  =  "1     ^2  4-  ...  On 
n 

et  soit  : 

Q  =  -!^. 

m 

D  y  a  dispersion  normale,  surnormale  ou  sous-normale  suivant 
que  l'on  a  :  Q  =  i,  Q  >  i,  Q  <  i  (2). 

(*)  Au  lieu  de  Terreur  moyenne  on  peut  considérer  la  constante  de  précision 
et  il  faut  dire  alors  «  suivant  que  les  constantes  de  précision  correspondant  à 
une  série  d'épreuves  sont  égales,  inférieures  ou  supérieures,  etc.  ». 

(2)  Pour  de  plus  amples  détails  sur  la  théorie  de  la  dispersion  et  sur  la  bi- 
bliographie à  ce  sujet,  voir  :  Broggi.  —  Di  un  prohlema  fondamentale  di  «tel. 
investigatrice,  dans  le  «  Giom.  d.  Ec.  »,  mai  1904. 
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Il  est  maintenant  évident  que  si  l'on  veut  savoir  si  un  phéno- 
mène présente  une  probabilité  constante,  il  suffît,  pour  résoudre 
la  question,  de  chercher  si  ce  ph^omène  présente  une  dispersion 
normale* 

59.  —  Peut-on  affirmer  qu'il  en  est  bien  ainsi  en  ce  qui  con- 
cerne la  mortalité  P 

Les  premières  recherches  effectuées  à  ce  sujet  par  Dormoy  et 
par  Lexis  semblèrent  fournir  une  réponse  nettement  négative  à 
cette  question. 

Le  premier  de  ces  auteurs  détermina,  pour  la  population  de  la 
France,  le  coefficient  de  dispersion  du  rapport  du  nombre  annuel 
de  décès  à  la  population  totale  et  il  trouva  8,6  pour  la  période  de 

10  ans  i849-i858  et  6,3  pour  la  période  de  10  ans  1859-1868. 
Mais  Dormoy  ne  tenait  pas  compte  de  ce  fait  que  l'hypothèse 
d'une  probabilité  de  décès  variable  avec  l'âge  est  en  contradiction 
avec  la  détermination  d'im  coefEcient  de  dispersion  commun  à  tous 
les  âges  et  il  en  résulte  qu'on  ne  peut  attribuer  aucune  valeur  à 
ses  recherches. 

Les  recherches  faites  par  Lexis  sont  au  contraire  inattaquables  : 

11  a  trouvé  pour  la  population  de  la  Belgique  et  pour  Fâge  zéro  un 
coefficient  de  dispersion  voisin  de  9. 

Des  recherches  plus  récentes  faites  par  le  hollandais  Peek,  tout 
en  montrant  que  les  résultats  de  Lexis  sont  dignes  d'attention, 
conduisent  à  une  conclusion  assez  différente  au  sujet  du  caractère 
de  la  dispersion  propre  à  la  mortalité. 

M.  Peek  (^)  se  sert  des  données  fournies  par  l'excellente  sta- 
tistique démographique  de  la  Hollande  et  détermine  le  coefficient 
de  dispersion  pour  chaque  âge  exprimé  par  un  nombre  entier 
d'années,  pour  la  période  de  10  ans  1 880-1 889. 

(*)  Das  Problem  vom  Risiko  in  der  Lebensversicherung,  par  le  D"^  J.-H  Peek 
dans  le  «  Zeitschrift  fûr  Versicherungsrecht  und  Wissenchaft  >>  Bd.  V,  1899, 
p.  169. 
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Il  trouve,  par  câcemple  : 


Age 

X 

Coefficient 
de  dis^nion 

Age 

X 

GoefBcient 
de  dis^rnon 

Age 

X 

Coefficient 
de  dis^srsion 

0 

646 

9 

i.ig 

5o 

1.56 

I 

4.57 

10 

0.83 

60 

i.ia 

a 

30 

1.35 

70 

3.34 

3 

3.84 

3o 

1.38 

80 

0.97 

5 

3.5a 

40 

1.43 

90 

0.81 

7 

1.84 

 :  

Tandis  que  dans  les  premiers  âges  la  dispersion  est  nettement 
sur-normale,  le  coefficient  de  dispersion  oscille  ensuite  autour  de 
la  valeur  i ,  sans  s'en  écarter  beaucoup  :  la  dispersion  caractérisée 
par  ce  coefficient  peut  donc  être  considérée  comme  normale. 

M.  Bohlmann  a  repris  les  recherches  de  M.  Peek,  au  séminaire 
de  science  des  assurances  de  l'Université  de  Goettinffuc  et  avant 
constaté  qu'elles  sont  également  dignes  d'attention  en  ce  qui  con- 
cerne la  population  de  l'Allemagne»  il  a  déterminé  les  coefficients 
de  dispersion  propres  à  des  groupes  assurés.  Les  données  qu'il 
communique  (*)  sont  contenues  dans  le  tahleau  de  la  page  suivante. 

Si  donc  on  n'est  pas  encore  en  possession  d'un  ensemble  de  re- 
cherches permettant  de  donner  une  réponse  nettement  favorable  ou 
nettement  contraire  à  l'application  des  principes  du  calcul  des 
probabilités  à  la  théorie  de  la  mortalité,  les  recherches  précédentes 
semblent  montrer  que  cette  appUcalion  (si  on  exclut  les  premiers 
âges)  est  plutôt  légitime. 


(1)  Ueber  Versicherungsmathematik  dans  «  Klein  iind  Riecke,  etc.  »,  p.  1^2 
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Tableau  de  M.  Bohlmann 


r.otha  (1869-1880) 

Leipzig  (i88o-i8g4) 

Age 

X 

Coefficient 
de  di^raion 

Age 

X 

v^ieiiicieDf 
de  di^uvioa 

a6 

—  3o 

0.8 

ai 

Vj 

-a5 

V« 

0.9 

3i 

—  3.1 

0.8 

36 

rr 

—  3o 

n 

1.0 

36 

-40 

1.3 

3i 

// 

—  35 

n 

1.8 

41 

-45 

0.9 

36 

/f 

-40 

n 

1.5 

46 

—  5o 

0.9 

41 

II 

-45 

II 

I.I 

5i 

—  55 

0.8 

46 

n 

—  5o 

n 

0.8 

56 

—  60 

1.3 

5i 

II 

—  55 

II 

i.a 

61 

—  65 

I.O 

56 

n 

—  60 

n 

I.I 

(i6 

-  70 

I.O 

61 

11 

—  G;-) 

1! 

0.9 

71 

-75 

I.I 

60 

II 

—  Go 

Il 

0.9 

76 

—  80 

1.3 

71 

II 

—  75 

II 

I.O 

81 

-85 

I.I 

76 

n 

—  80 

n 

I.I 

86 

—  90 

I.I 

81 

n 

—  88 

n 

I 

CHAPITRE  III 


DÉMONSïRATIO.\  DE  QUELQUES  FORMULES 
RELATIVES  AUX  OPÉRATIONS  FINANCIÈRES 

I.  —  Intérêts  et  escomptes. 

I .  —  Soit  i  l'intérêt  produit  par  l'unité  de  capital  pendant 
l'unité  de  temps  (année)  :  supposons  que  les  intérêts  produits  par 
le  capital  initial  s'ajoutent  au  capital  et  produisent  à  leur  tour  de 
nouveaux  intérêts  à  la  fin  de  chaque  période  de  m  années. 

Le  capital  i  devient  alors  après  n  =  km  années  : 

(i)  (n-mi)*      (fe=i,2,  ...) 

et  après  n  =  km r  années  (r  <  m) 
(3)  (i  -h  mi)*      (i  -f-  ri). 

£n  posant  m=  1,  l'expression  (2)  devient 

(i  -{-  mif  (i  +  ri)  o  •<  r  <  i 

OU,  en  considérant  (1  +  ri)  comme  une  expression  approchée  de 
(i  -f-  i)**  et  en  écrivant  n  à  la  place  de  n  -h  r  : 

(3)  (I  +  i)» 

formule  qui  exprime  le  montant  du  capital  unité  après  un  in- 
tervalle de  temps  n  (n  étant  entier  ou  fractionnaire),  lorsque  le 
mode  de  capitalisation  est  celui  qu'on  appelle  à  intérêts  composés. 
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De  même,  si  dans  l'expression  (2)  on  remplace  m  par  ^  (d'oii 
nm  =  ^  +  rm),  on  obtient  : 

i  \m(»— r) 


( 


(I  -h  ri) 


qui  devient 

(4) 


i  \  ^ 


lorsqu'on  suppose  l'expression  (i)  valable  aussi  bien  pour  k  frac- 
tionnaire que  pour  k  entier. 

Si  la  loi  de  capitalisation  est  la  loi  exprimée  par  (2)  et  si  =  o, 
l'expression  (2)  devient 

(5)  I  4-  ri 

et  elle  définit  alors  la  capitalisation  dite  à  intérêt  simple  :  d'après 
cela  c'est  cette  formule  qui  s'applique  toujours  au  cas  où  la  période 
pour  laquelle  on  calcule  l'intérêt  a  une  durée  inférieure  à  celle  de 
la  période  à  la  fin  de  laquelle  on  suppose  effectuée  la  capitalisation 
des  intérêts. 

fi»  —  On  a  évidemment  : 

En  supposant  que  les  intérêts  soient  capitalisés  à  la  fin  de 
chaque  fraction  ~  d'année,  on  demande  à  quel  taux  j^^)  on  doit 
placer  un  capital  pour  que  l'on  ait  : 

(6)  (r+JMy=,^i, 
On  tire  aisément  de  cette  âjuation  : 

(7)  j(»,)={(i-+-0^-  I  i 
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L'équation  (7)  est  la  relation  qui  existe  entre  le  taux  de  la  capi- 
talisation effectuée  à  la  fin  de  chaque  fraction  ~  d'année  et  le  taux 
annuel  de  la  capitalisation  (c'est  pourquoi  j^j^^  s'appelle  taux  cor- 
respondant  à  i)  :  si  on  remplace  m  par  ~  dans  cette  équation,  011 
trouve  : 


(8) 

C'est  le  tauxy^  I  j  auquel  il  faudrait  employer  un  capital  à  intérêt 

simple  pour  que  après  m  années  il  ait  la  même  râleur  que  le 
même  capital  capitalisé  chaque  année  au  taux  i. 

3.  —  L'équation  (6)  donne  : 

1=00  \        »•  / 


et  comme 

lim 


[im  (iH--"^r  =  e» 

m=oo\  m/ 


(où  e  est  la  base  des  logarithmes  népériens)  on  a  : 


on,  si  Ton  poie 


lim         =s  I  4- i 

m=oo 


Jlmy  =  0 

m=  00 


==  intensité  de  la  capitalisation) 
(9)  e8  =  I  i 

(lOj  t  ^  -^^j-^  =  log  (I  4-  0 

(les  logarithmes  étant  des  logarithmes  népériens). 
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Si  la  durée  de  la  capitalisation  est  de  n  années  et  si  on  suppoM 
qu  on  effectue  cette  capitalisaUon  à  la  fin  de  périodes  infimiiieiit 
petites  et  au  taux  â  (capikUUation  continue),  le  capital  i  devient 
««•.  On  a  en  général  c«  >  i  -i-  i,  même  lorsque  i  est  le  taux  de  la 
capitalisation  continue. 

—  Soit  M  la  valeur  acquise  par  le  capital  c  au  bout  da 
temps  n.  Nous  avons  vu  que  Ton  a  : 

M  ==  c(i  -h  m) 
M  =  c(i  -4-  »)» 

smvant  que  la  capitaHsation  est  supposée  faite  à  intérêt  simple,  k 
mtérêt  composé  et  à  la  fin  de  chaque  année,  ou  à  intérêt  compi>sé 

au  taux  ^  à  la  fin  de  chaque  fracUon  ~  d'année.  On  en  déduit, 
pour  M  =  I  : 

f    I 

1        I  +  iti 
(^*)  <  c  =  (i  -h  m)—» 

C'est  l'expression  de  la  valeur  actuelle  (ou  valeur  escomptée)  d'un 
capital  unité  différé  de  n  années,  dans  le  cas  de  Tescompte  simple 
ou  de  l'escompte  composé. 

On  appelle  escompte  la  quantité  i  —  c.  Nous  représenterons  la 
valeur  escomptée  et  l'escompte  du  capital  i  payable  dans  un  m 
par  les  notations  suivantes 

I 

 :  =  V 

1  H-  l 

d  =  1  —  V  =  tv. 

Les  formules  (11)  seront  considérées  comme  appUcables  aussi 
aux  valeurs  non  entières  de  n. 
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4«  —  I  est  d'habitude  une  fraction  assez  petite  de  l'unité  :  il  est 

égal  à  o,o5,  o,o4  ...  suivant  que  le  taux  est  de  4  Vo»  5  Vo  •-.  Le 

calcul  de  j{m)  ou  de  &  connaissant  i,  ainsi  que  le  calcul  àe(^i-^^ 

pour  les  valeurs  négatives  ou  fractionnaires  de  n,  peut  donc  être 
effectué  d'une  façon  suffisamment  approchée  en  réduisant  à  leurs 
premiers  termes  les  séries  infinies  au  moyen  desquelles  on  peut 
exprimer  ces  quantités. 

I 

En  remplaçant  dans  la  formule  (7)  (i  +  i)"*  par  son  déve- 
loppement  : 

(l  H-  z)m  =  I  H  —  —  -h  ^  ^*  —  — 

on  a  par  exemple  : 

JW  =  i  -  JI  (i  -  ^)    +  ^.  (i  -  s)     -  y  - 

Le  développement  en  série  de  log  (i  -h  i)  permet  de  remplacer  de 
même  la  formule  (10)  par  la  suivante  : 

i* 

(i3) 


fia) 


2     B  4 

On  sait  que,  dans  une  série  alternée,  Terreur  commise  en  né- 
gligeant les  termes  qui  suivent  le  est  inférieure  à  la  valeur 
absolue  du  {n  +  i)""^^  terme. 

Le  nombre  de  termes  qu'il  est  nécessaire  de  prendre  dans  les 
séries  (i  2)  et  (i3)  dépend  naturellement  de  la  nature  du  problème  : 
par  exemple  l'erreur  commise  dans  le  calcul  de  &  en  prenant  : 


1-2  _ 


a     3  4 

est,  pour 

i  =  o,o4«  inférieure  à  o,oooooooao48 


FORMULES  REiATIVES  AUX  OPEIUTIONS  FIMANCIERES  145 


et  pour 

i  =s  o,o5  inférieure  à  o,ooooooo6a5 

quantités  absolument  négligeables.  Dans  certains  cas,  il  suffit 
même  de  ne  prendre  que  trois  termes  et  même  on  peut  se  borner 
souvent  à  poser  : 

II.  —  Payements  périodiques. 

V.  —  La  valeur  d'une  rente,  rapportée  à  un  instant  donné,  est 
la  somme  des  valeurs  actuelles,  rapportées  au  même  moment,  d'une 
suite  finie  ou  infinie  de  payements  revenant  périodiquement. 

Les  rentes  prennent  des  noms  particuliers  suivant  la  durée  de  la 
période  qui  sépare  un  payement  du  suivant  :  c'est  ainsi  qu'il  y  a 
des  rentes  annuelles  ou  onnoi^f,  des  rentes  semeitrieUes,  men- 
smUes,  etc.  ;  la  rente  est  anticipée  ou  échue  suivant  que  l'échéance 
de  chaque  payement  a  lieu  au  début  ou  à  la  fin  de  chaque  période, 
immédiate  ou  différée  suivant  qu'elle  commence  à  courir  immé- 
diatement ou  seulement  après  un  certain  nombre  de  périodes, 
temporaire  ou  perpétueUe;  die  est  dite  d'amor^em^iil  si  le  mo- 
ment auquel  sa  valeur  est  rapportée  est  antérieur  à  l'échéance  du 
premier  terme  ou  coïncide  avec  cette  échéance,  de  constitution  de 
capital  si  ce  moment  est  postérieur  à  l'échéance  du  dernier  terme 
ou  coïncide  avec  cette  échéance. 

6.  —  La  détermination  de  la  valeur  d'une  rente  dont  le  montant 

est  constant  se  ramène  au  calcul  de  la  somme  des  termes  d'une 
progression  géométrique.  Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse 
d'une  annuité  égale  à  i»  immédiate,  payable  pendant  n  années  par 
termes  échus  ;  sa  valoir  actuelle  est  : 

(i4)  w  -h      -4-  ...  4-  V»  =  y— j-  =  j 

Broggi  io 
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OU  si  l'annuité  est  payable  par  anticipation  : 

(15)  I  ^  V  -i-   -i- ...  -t-  v»-»  =  1^:1^  =  Lr::!^ , 

^    '  I  —  t;  I 

Plus  généralement  :  si  on  calcule  la  valeur  de  la  rente  après  un 
intervalle  de  temps  h  {h  positif  ou  négatif)  les  expressicms  (i4) 
et  (i5)  deviennent 

(16)  (i+.yizpi? 

(17)  O  +  'l*^^- 

Pour  A  =  o  on  retrouve  les  expressions  précédentes.  Pour  A  =  n 
on  trouve  la  valeur  de  la  rente,  rapportée  à  la  fin  de  la  n*  année  : 

cette  valeur  est 

(18) 

ou 

r"  -~  I 

(en  posant  i  +  i  =  r)  suivant  que  l'annuité  est  échue  ou  anticipée. 

S.  — >  Si  les  termes  de  la  rente  sont  supposés  payaUes  à  des 
époques  espacées  d'une  fraction  ~  d'année,  les  expressions  (i4) 

et  (i5)  deviennent  respectivement  : 

1  a 

(ao)  vm  -t-  vm  -h  ...  -H  : 


(ai) 


I 

II  — 


I 

vm 

1 

—  V» 

I 

I 

—  Vm 

I 

I 

I 

—  Vm 

9.  —  Supposons  n  =  cx).  On  a  : 
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La  valeur  du  capital  correspondant  à  une  rente  perpétuelle, 
payable  par  termes  échus,  coïncide  donc  avec  l'inverse  du  taux  de 
l'intérêt  et  décroît,  lorsque  le  taux  croît,  d'autant  moins  rapide- 
ment que  le  taux  est  plus  fort.  On  a  en  effet  : 


 ~  T»  — jji — 


On  peut  démontrer  aisément  que,  même  pour  n  fini,  la  valeur 
actuelle  de  la  rente  est  une  fonction  décroissante  du  taux  de  l'in- 
térêt. U  sufGt  de  remarquer  que  Ton  a  : 


^_n(n-M)       ii(n-n)(ii  +  2)., 
1.2      ^         îTaT3  * 

HT-  2  -^-^  TS  

1.2.4  «  t-... 

La  série  étant  convergente,  le  signe  de  ^  coïncide  avec  le  signe 
du  premier  terme  de  la  série.  On  a  donc 

£n  différentiant  de  nouveau,  on  trouve  de  même 

La  vitesse  avec  laquelle  V  décroît  est  donc  une  fonction  décrois- 
sante de  pour  les  rentes  temporaires  comme  pour  les  rentes 
perpétuelles. 

®.  —  L'étude  de  la  variation  de  V  en  fonction  de  i  se  rattache 
au  problème  de  la  détermination  du  taux  de  l'intérêt  tiré  de  la 


« 


i48 


MATHÉMATIQUE  DBS  ACTUAIIES 


formule  : 

i 

fonnule  qa'on  peat  mettre  évidemment  sousla  forme  ; 


(a3)  V  r»+»  —  (V  -H  i)  r»  -t-  I  =o 

où  r  =  I  -I-  /. 

Le  calcul  effectif  de  r  et  par  suite  de  /  est  ainsi  ramené  à  la  réso- 
lution d  une  équation  de  degré  n  +  i .  Ce  calcul  n'est  donc  possible 
qu'en  appliquant  les  méthodes  d'approximation  employées  dans 
la  recherche  des  racines  d'une  équation  numérique  de  degré  supé- 
rieur, méthodes  qui  conduisent  à  des  calculs  assez  laborieux. 

Dans  la  pratique  il  convient  de  diriger  le  calcul  autrement  :  on 
détermine  des  valeurs  de  Y  comprenant  la  valeur  donnée  et  corres- 
pondant à  des  taux  connus  (ces  valeurs  de  V  sont  les  unes  supé- 
rieures, les  autres  inférieures  à  la  valeur  donnée,  n  étant  bien 
entendu  supposé  constant),  puis  on  détermine  létaux  inconnu  au 
moyen  d'une  interpolation. 

n  est  préférable  de  prendre  pour  base  de  l'interpolation  non  pas 
les  valeurs  de  V  déterminées  effectivement,  mais  leurs  inverses. 

La  raison  de  ce  choix  est  évidente  pour  les  annuités  perpétuelles: 
l'équation  (22)  nous  montre  en  effet  que,  lorsque  la  valeur  de  l'an- 
nuité varie  en  progression  arîtiimétique,  le  taux  varie  en  progression 
harmonique  et  réciproquement,  de  sorte  que  à  la  moyenne  arithmé- 
tique d'un  ensemble  de  valeurs  de  la  première  quantité  correspond 
la  moyenne  harmonique  des  valeurs  correspondantes  de  la  seconde. 
Mais  les  courbes  r^résentées  par  les  équations 

Vi=i 

qui  correspond  à  n  =  00)  et 

Yr»+*  —  (V-4-i)r»4-l=0 
(qui  correspond  à  n  fini) 
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sont  toutes  deux  convexes  par  rapport  à  l'axe  des  i  et  admettent 
cet  axe  pour  asymptote  (car  V  est  nul  pour  /  infini)  :  elles  ont 
donc  (sauf  pour  les  valeurs  de /voisines  de  zéro)  une  forme  qui  peot 
être  considérée  grosso  modo  comme  la  même  pour  les  deux  courbes. 

Si  V,  et  Vj  sont  les  valeurs  correspondant  aux  taux  {^  et 
ii  =  ii  H-  h,  une  simple  interpolation  linéaire  entre  ^  et  y- 

fournît  déjà  une  approximation  suffisante  pour  la  valeur  de  i  cor- 
respondant à  V  (Vj  <  V  <V,),  si  l'on  a  : 

h  <<  o,oo5 


On  trouve  ainsi  : 


Pour  des  valeurs  plus  grandes  de  h,  il  convient  d'avoir  recours 
pour  l'interpolation  à  des  courba  de  degré  supérieur  au  premier 
degré. 

Le  calcul  est  beaucoup  facilité  par  l'emploi  de  tables  donnant  la 
valeur  des  annuités  pour  des  taux  variant  par  intervalles  assez  petits, 

iO.  —  Il  peut  être  intéressant,  pour  certains  usages  pratiques, 
de  considérer  des  payements  périodiques  dont  le  montant  varie 

linéairement. 

Soit  une  rente  dont  le  montant  initial  à  la  fin  de.  la  promit 
périodede  durée  -~  est     et  qui  croit  à  la  fin  de  chaque  période  — 

de  façon  à  atteindre  la  valeur  n  à  la  fin  de  la  W  année,  apiès 
quoi  elle  cesse  d'être  payée. 

La  valeur  V  de  cette  rente  s'exprime  évidemment  par  : 
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L'identité 

I  —  aJk+i 
I  -1-  X  H-  ...  X*  =  —  , 

I  —  X 

donne  par  différentiation  : 

(26)  1  +  2  X  -h  ...  kx^-^  =   (i  J.  a;)*  • 

En  portant  dans  l'expression  (26)  la  valeur  fournie  par  l'équa- 
tion (26)  pour  k  =  nm,  x  =  vm  nous  obtenons,  après  quelques 
simplifications  faciles  : 

.    .  V      w  w      I  I -4- nm  (i  —  i'I^r)  (  u"+m' 

(27)  v=  î  ^ —  ilv  

m  \i  —  V  m) 

A  m  ==  I  correspond  l'hypothèse  d'une  annuité  échue,  croissant 

chaque  année  de  i  unité  depuis  i  jusqu'à  n  et  la  formule  (27) 
devient  ; 

(.8)  V  =  "-<'+'^'^^' 

Si  on  calculait  la  valeur  de  la  rente,  à  la  fin  de  la  année, 
ou  obtiendrait  les  expressions  suivantes  au  lieu  des  expressions  (27) 
et  (28)  : 

JL       JL  (         ±\  ± 

,    .  r*"m— »m  —  ÏUn\l  —  Vm]  Vm 

(29)  V  =  j  «  

m  \I — V  m  I 

et 

(30)  V  =  3; 


On  les  déduit  de  (27)  et  de  (28)  en  multipliant  par  r»  :  la  multi- 
plication par  r  ^  ou  par  r  nous  aurait  donné  la  valeur  initiale  des 

mêmes  rentes,  lorsqu'on  les  suppose  payables  par  termes  anticipés 
au  lieu  de  termes  échus. 
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If .  «-  Le  problème  de  la  détermination  de  la  valeur  d'une 
rente  périodique  dont  le  montant  décroît  linéairement  de  — 

à  chaque  terme  depuis  ~  jusqu'à  se  ramène  au  problème  traité 
au  numéro  précédent  si  l'on  remarque  que  l'on  a  : 


(3i) 


I  *  (  tm  —  I  J  ) 

~  I  nmrl^  -h  [nm  —  i)  r    m     -I-  ...  -i-  i  r  m  ^  • 

On  trouve  ainsi  la  valeur  suivante  : 


tr-j-nm 
m 


et 

(32) 

pour  le  cas  de  m  =  i . 


y"  -i-  ni  —  I 

J5  ; 


DEUXIÈME  PARTIE 


PROBLÈMES  FONDAMENTAUX 
DE  LA  THÉORIE  MATHÉMATIQUE  D£S  ASSURANCES 

SUR  LA  VIE 


CHAPITRE  PREMIER 

MÉTHODES  USUELLES  DE  CALCUL 

I.  —  Observations  préliminaires. 

t.  —  Le  problème  mathématique  fondamental  de  la  Science  des 
Actuaires  consiste  à  déterminer  la  valeur  d'un  payement  de  mon- 
tant S,  qui  doit  avoir  lieu  après  un  temps  n  si  un  ou  plusieurs 
individus  donnés  sont  vivants  à  ce  moment  —  ou  encoi'e  si  un  ou 
plusieurs  individus  donnés  sont  morts  à  ce  moment  —  ou  enfin  si, 
parmi  les  membres  d'un  groupe  donné,  les  uns  (déterminés  ou 
non)  sont  morts  et  les  autres  vivants. 

Nous  appellerons  opération  d'assurance  toute  opération  réduc- 
tible au  type  précédent,  individus  assurés  ou  têtes  des  individus 
dont  la  mort  ou  la  vie  à  un  certain  moment  entraîne  le  payement 
de  la  somme,  assureur  celui  qui  est  tenu  au  payement  de  la  somme 
assurée  S  et  nous  classerons  les  assurances  d'après  les  diverses  con- 
ditions auxquelles  est  subordonné  le  payement  de  la  somme. 

Pour  la  solution  du  problème  nous  supposerons  qu'on  n'a  pas 
d'autres  éléments  que  les  suivants  :  dune  part  les  données  conte- 
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nues  dans  une  table  de  survie,  c'est-^-dire  le  nombie  4  vivants 

à  un  âge  x  exprimé  par  un  nombre  entier  d'années  pour  un  groupe 
de  /o  nouveaux-nés  et  d'autre  part  la  valeur  des  coefficients  de 
capitalisation  ou  d'escompte 

/      ,    i\nm  /  i\—mn 

dans  lesquels  —  exprime  l'intérêt  rapporté  par  l'unité  de  capital 
pendant  l'intervalle  de  temps  ^ . 

2.  —  On  peut  classer  les  opérations  d'assurance  d'après  le 
nombre  des  individus  assurés  :  on  a  ainsi  la  division  connue  de  ces 
opérations  en  opérations  concernant  les  personnes  isolées  et  opéra- 
tions concernant  plusieurs  personnes  ou  plusieurs  groupes. 

On  peut  encore  classer  les  opérations  d'assurance  en  opérations 
en  cas  de  vie  et  opérations  en  cas  de  mort,  suivant  que  le  payement 
de  la  somme  assurée  dépend  de  la  vie  ou  de  la  mort. 

Cette  distinction  est  fondamentale  et  dédsiye  en  ce  qui  concerne 
l'assurance  d'individus  isolés.  Elle  n'est  pas  toujours  possible  au 
contraire,  lorsqu'il  s'a^t  de  groupes  assurés,  car  l'assurance  peut 
alors  être  considérée  comme  une  assurance  en  cas  de  vie  pour  cer- 
tains membres  du  groupe  et  comme  une  assurance  en  cas  de  mort 
pour  d'autres  membres. 

3.  —  On  peut  prendre  enfin  comme  base  de  la  classification  la 
possibifité  ou  l'impossibilité  d'évaluer  les  engagements  de  l'assu- 
reur m  prenant  comme  base  les  éléments  indiqués  plus  baut  et 
sans  avoir  recours  à  des  bypotbèses  supplémentaires. 

La  première  classe  comprendra  toutes  les  opérations  ponr  les- 
quelles ceci  est  possible  et  la  seconde  classe  les  autres  opérations. 
11  est  évident  que  la  seconde  classe  comprend  les  opérations  qui 
exigent  la  connaissance  de  la  probalûlité  de  décès  (ou  de  survie) 
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pour  des  périodes  de  temps  ne  contenant  pas  un  nombre  entier 

d'années  ou  à  des  âges  ne  s'exprimant  pas  par  un  nombre  entier 
d'années. 

Les  probabilités  pour  que  l'individu  (x)  d'âge  x  soit  en  vie  ou 
soit  mort  à  l'âge  x -^r  n 

npx  =     ^     »  nqx  =1  —  «px 

ne  peuvent  en  effet  s'obtenir  par  une  table  de  survie  que  si  n  et  x 
sont  entiers  et  le  nombre  des  vivants  à  un  âge  exprimé  par  un 
nombre  fractionnaire  d'années  ne  peut  s'obtenir  qu*en  faisant,  au 
sujet  de  la  fonction  /,  une  hypothèse  permettant  de  déduire  ce 
nombre  des  valeurs  prises  par  cette  fonction  Ix  lorsque  x  est 
entier. 

11  résulte  de  là  que  la  seconde  classe  comprend  toutes  les  opéra- 
tions dans  lesquelles  le  payement  de  la  somme  assurée  est  subor* 

donné  à  la  vie  ou  à  la  mort  des  assurés  à  la  fin  d'une  période  qui 
ne  s'exprime  pas  par  un  nombre  entier  d'années.  La  réciproque 
n'est  pas  vraie,  sauf  pour  les  assurances  sur  une  tête  unique  : 
lorsque  le  nombre  des  individus  assurés  est  supérieur  à  Tuoité,  le 
payement  de  la  somme  assurée  peut  être  subordonné  à  la  vie  ou  à 
la  mort  des  assurés  au  bout  d'une  période  égale  à  un  nombre 
entier  d'années,  sans  qu'il  soit  possible  pour  cela  de  déterminer  la 
probabilité  indépendamment  de  toute  hypothèse  supplémentaire. 

C'est  ce  qui  arrive  lorsque  le  capital  assuré  doit  être  versé  dans 
le  cas  où,  au  cours  d'une  période  d'un  nombre  entier  d'années, 
un  ou  plusieurs  individus  appartenant  à  un  groupe  sont  (ou  ne 
sont  pas)  morte  antérieurement  à  d'autres  individus  du  même 
groupe. 

4.  —  Bornons-nous  à  l'exemple  suivant  :  soit  un  groupe 
(x,  y)  composé  des  individus  {x)  et  (y)  d'âges  respectifs  a?  et  y 
(x  et  y  entiers)  ;  suj^sons  que  le  capital  (S)  doive  être  payé  à  la 
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fin  de  la  première  année  d'assurance  si  à  la  fin  de  celle  année 
(x)  est  vivant  et  (y)  mort  ou  encore  si  tous  deux  étant  morts  au 
cours  de  l'année,  le  décès  de  (y)  a  précédé  celui  de  (x). 

La  probabilité  pour  que  (x)  soit  en  vie  à  l'âge  (x  -h  i)  et  la  pro- 
babilité pour  que  y  meure  avant  d'avoir  atteint  l'âge  y  -h  i  scml 
respectivement  : 

en  posant 

Les  probabilités  étant  supposées  indépendantes,  la  probabilité 
correspondant  à  la  première  des  éventualités  de  Ténoncé  sera  : 

On  l'obtient  rigoureusement  à  Taide  d'une  table  de  survie. 

U  en  est  autrement  pour  la  probabilité  correspondant  à  la 
deuxième  éventualité  de  l'énoncé  :  nous  pouvons  seulement  fixer 
des  limites  entre  lesquelles  cette  probabilité  doit  être  comprise. 

La  limite  supérieure  s'obtient  en  supposant  que  (y)  meure  au 
commencement  de  l'année  :  la  probabilité  demandée  est  alors  iden- 
tique à  la  probabilité  pour  que  les  deux  individus  meurent  tous  les 
deux  au  cours  de  l'année,  sans  tenir  compte  de  l'ordre  de  succes- 
sion des  décès  ;  elle  est  égale  à 

dg  dy 
J  i  = 

La  limite  inférieure  s'obtient  en  supposant  que  {y)  meure  à  la 
fin  de  l'année  :  la  possibilité  que  (x)  meure  au  cours  de  l'année  et 
après  (y)  est  alors  exclue  et  la  probabilité  demandée  est  alors  zéro. 

En  l'absence  de  toute  nouvelle  hypothèse  sur  la  forme  de  /  on 
peut  interpoler  arbitrairement  entre  ces  limites  o  et  q^qy, 

11  est  en  efiet  évident  que  le  problème  précédent  ne  peut  pas  être 
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identifié  avec  le  suivant  :  on  demande  la  probabilité  pour  que, 
ayant  choisi  d^ix  points  A  et  B  au  hasard  sur  un  segment,  A  se 
trouve  à  gauche  de  B  (c'est-à-dire  précède  B).  Il  y  a  ici  deux  cas 

également  possibles  :  A  peut  précéder  B,  B  peut  précéder  A.  La 

probabilité  demandée  est  ^.  Dans  le  problème  actuel,  si  les  âges 
sont  différents,  les  probabilités  pour  que  (x)  et  (y)  vivent  pendant 
un  temps  déterminé  seront  aussi  différentes.  En  l'absence  d'une 
détermination  de  ces  probabilités  pour  des  périodes  différentes  de 
un  an,  tmi  ne  nous  autorise  à  faire  abstraction  de  celte  dîflérence 
entre  les  deux  probabilités. 

5.  —  Les  probabilités  fondamentales  concernent  un  événement 
qui  doit  avoir  lieu  dans  un  intervalle  de  temps  donné  et  ne  nous 
donnent  aucun  élément  qui  puisse  servir  à  fixer  le  mode  de  distri- 
bution de  plusieurs  événem^ts  analogues  dans  cet  intervalle  :  il  en 
résulte  que  nous  pouvons  introduire  à  volonté  certaines  restrictions 
relatives  à  la  forme  des  fonctions  considérées  entre  les  limites 
extrêmes  de  l'intervalle  et  choisir  ces  restrictions  de  façon  à  préci- 
ser la  solution  de  problèmes  qui  sans  cela  seraient  indéterminés. 

Par  exemple,  on  peut  admettre  la  continuité  des  fonctions  fon- 
damentales. On  substitue  ainsi  aux  fonctions  discontinues  d'une 
variable  continue  (le  temps)  d'autres  fonctions  continues  qui 
remplissent  l'une  des  deux  conditions  suivantes 

a)  se  rapprocher  le  plus  possible  des  fonctions  données  ; 

b)  avoir  la  forme  la  plus  simple  possible, 

et  qui  aient  en  commun  avec  les  fonctions  données  les  points  cor- 
respondant aux  valeurs  entières  de  la  variable. 

La  condition  a)  est  rempUe  par  exemple  par  l'interpolation  au 
moyen  de  la  fonction  de  Gompertz-Makeham  et  d'autres  fonctions 
analogues  :  les  probabilités  fondamentales  et  les  valeurs  des  diverses 
sortes  d'assurances  sont  alors  déterminées  par  des  intégrations 
entre  certaines  limites  et  les  seules  difficultés  qu'on  ait  à  surmon- 
ter sont  celles  qui  sont  inhérentes  à  ces  intégrations. 
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L'hypothèse  la  {dus  simple  possible  est  au  contraire  celle  d'une 
variation  linéaire  des  fonctions  considérées  à  l'intérieur  de  tout 

intervalle  (hypothèse  de  de  Moivré). 

On  peut  aussi  laisser  de  côté  toute  espèce  d'hypothèse  au  sujet 
des  fonctions  elles-mêmes  :  en  supposant  qu'on  puisse  déterminer 
deux  valeurs  a  et  6  entre  lesquelles  soit  comprise  la  valeur  cher- 
chée X,  on  prend  : 

a  6 

{principe  de  Cauchy)  :  de  la  sorte  on  rend  minima  l'erreur  la  plus 
grande  possible. 


II.  —  Détermination  des  probabilités  fondamentales. 

0.  —  La  valeur  qu'il  faut  attribuer  à  une  somme  S  qu'on 
pourra  toucher  dans  n  années,  si  un  événement  de  probabilité  p  a 
eu  lieu  à  ce  moment,  est 

^où  l'on  pose  v  =  ^  ^ 

En  effet  si  on  suppose  c  assurances  semblables  (contractées  pour 
la  même  somme  et  la  même  durée  et  subordonnées  à  la  réalisation 
d'événements  de  même  probabilité)  le  payement  de  la  somme  S 
aura  probablement  lieu  pour  cp  de  ces  assurances  et  par  suite  la 

somme  totale  déboursée  par  l'assureur  dans  n  années  sera  Sep  :  la 
valeur  actuelle  de  cette  somme  est  : 

Spev^ 

et  comme  les  assurances  sont  semblables,  la  valeur  actuelle  de  cha- 
cune d'elles  est  : 
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Dans  les  assurances  sur  la  vie  on  doit  déduire  des  données  four* 
nies  par  une  table  de  survie 

(r  (r+l  =  djp,  dx+l»  djt^j  ... 

~~l —  —  Pxy  Px-\-l* 
*« 

1  =  ^Tt  <?x-f  l,  ^x  +  2 

les  probabilités  p  correspondant  à  l'éventualité  à  laquelle  est  subor- 
donné le  payem^t  de  la  sonmne  S  par  l'assureur  i  la  fin  du 
temps  n. 

Plus  généralement,  supposons  que  aux  valeurs 

I,  3,  ...  n 

de /i  correspondent  les  sommes  S,,  So,  ...  S„  et  les  probabilités 
Pif  fit  Pn  :  la  valeur  actuelle  de  l'opération  ainsi  définie  peut 
toujours  se  ramener  à  une  sommation  de  la  forme  : 

(a)  S^p^v  -h  S^^v^  -i-  ...  -h  S,^„i;». 

7.  Supposons  qu'il  s'agisse  d'assurances  sur  une  tète  unique  (x) 
d'âge  X  {n  et  X  {^)  étant  supposés  entiers).  Le  payement  de  la 
somme  Sn  peut  être  subordonné  à  l'une  des  éventualités  sui- 
vantes : 

a)  que  x  atteigne  l'âge  x-hn; 

b)  qu'il  ne  l'atteigne  pas  ; 

c)  qu'ayant  atteint  l'âge  x  -i-  n  —  i  il  n'atteigne  pas  l'âge  x-\-n. 

Ce  sont  seulement  les  éventualités  a)  et  c)  qu'il  importe  de  con- 
sidérer dans  la  pratique  :  désignons  par  et  par  ii.t|^«  les  proba- 
bilités correspondantes.  On  a  évidemment  : 

n           ^x+n  |_    dxA.n—1 

nPx  —  ~I~>  »— t|î«  —  1  • 

(1)  Dans  la  pratique  on  remplace  Fàge  réel  x'  d*im  assuré  par  sa  partie  en- 
tière a;  ou  par  a;  +  i  suivant  que  x'  —  »  est  inférieur  ou  supérieur  à 
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On  en  déduit  immédiatement  à  cause  des  relations  (i) 

(6)  ^,  =  -,-  1-7^  =Pjt/>«+l  ...p^+M-i. 

(4)  «-     =  »-  iP»  —  nPx  =  II-  i/>«9«+ii-  i» 
et,  si  l'on  pose 

(5)  r=s  g.  H-  jjç,  -i-  ,|g,  -H  ...  „_ 

On  a  des  assurances  en  cas  de  vie  ou  en  cas  de  mort  suivant  que 
dans  l'expression  (2)  on  remplace  /)«  par     ou  par  h- 

8*  —  Dans  le  cas  de  groupes  assurés,  la  distinction  des  divers 
cas  à  examiner  est  naturellement  plus  compliquée. 

Soit  un  groupe  (xi,  x^,  ...  Xm)  formé  de  m  individus  (x^), 
(x^),  ...  [xm).  Désignons  par  npx^x,-  •••  la  probabilité  pour  que, 
au  bout  de  n  années,  aucun  des  m  membres  du  groupe  ne  soit 
mort  et  par  ngx^,  ...  la  probabilité  pour  que,  au  bout  de  n 
années,  aucun  des  m  membres  du  groupe  ne  soit  en  vie.  Entre  les 
deux  hypothèses  extrêmes  de  la  conservation  totale  et  de  l'extinction 
totale  du  groupe  il  y  a  toutes  les  autres  éventualités  possibles  :  l'un 
des  individus  mort  et  tous  les  autres  survivants,  ...  ,  m  —  i  des 
individus  morts  et  le  m*"  survivant. 

—  Soit  à  trouver  la  probabilité 

pour  que,  sur  m  têtes  (Xi)  (xg)  ...  (aj,  il  y  en  ait  r  en  vie  au  bout 
de  n  années. 
La  probabilité  pour  que  les  individus 

(^1)»  (•^2)»  •••  (*^»') 
survivent  et  que  les  autres  soient  morts  est  : 

l  =  nPxp  X2  ...  Xr  (l  —  nP^r  ^  j)  (l  —  nPx^  ^  a)  —       ~  nP«^) 
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La  probabilité  P»  demandée  s'exprimera  par  la  somme  : 

(7)  ^nfx^y       ...  Xr  (l  —  nPx^  +  i)        —  "P^''  +  a)  •••        —  ^^m) 

étendue  aux  ^y  )  valeurs  possibles  du  produit  (6),  dont  chacune 

exprime  la  probabilité  de  survie  de  r  personnes  déterminées  choisies 
parmi  les  m  personnes  données. 

On  voit  aisément  que  dans  le  développement  de  (7)  les  produits 
qui  expriment  la  probabilité  de  survie  de  r  têtes  figurent  chacun 
une  fois  et  une  fois  seulement,  tandis  que  les  produits  exprimant 
la  probabilité  de  survie  d'un  nombre  de  têtes  supérieur  à  r  y 
figurent  plusieurs  fois« 

Désignons  par  A«  le  nombre  de  fois  que  la  probabilité  npx^x^  • . .  x^^g 

figure  dans  le  produit  et  représentons  par  Zr  +  *  la  somme 
Infxix.^  ...  x^^g  ^  étendue  aux  combinaisons  possibles  de 

m  éléments  r  +  «  à  r  +  «j.  L'expression  (7)  devient  : 

(8)  =  Z,.  -h  ^^Zr  +  4  H-  A,Z,  + ,  H-  k„,^r  Zm. 

Comme  Ai,  Ao,  ...  A^.^  sont  indépendants  des  quantités  „p„, 
on  peut  supposer  pour  un  instant  ces  quantités  égales  entre  elles 
et  égales  à  p,  L^expression  (7)  devient  alors  : 

(-.-(-o'(";)(:ir>" 

Mais  on  a  aussi,  dans  ce  cas  où  les  quantités      sont  égales  : 

BiVOGGI  II 
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et  l'expressiott  (8)  peui  s  écrire  : 

(10)  +A,(^^  J/)'+'+...A,_,p«. 

En  comparant  les  expressions  (9)  et  (10),  on  obtient  : 
.  fm\  {m  —  r\      i  /r-|-i\ 

\   .          /m\  /m  —  r\       i       — ^\ 

(11)  /  ^'^\r)  \    2    J  i    m    \  —  \    2  J 
j  \r-h2/ 


•    •  • 


A._,  =  {-.)— (,„'!,) 

et,  en  portant  dans  (8)  les  valeurs  (i  i),  on  a  : 

P,  =  z,- C ')  z,+.  +  f- 1^    z,^..  -  ...  + 

On  voit  aisément  que  si  on  remplace  les  indices  des  quantités  Z 
par  des  exposants  de  même  valem:  et  si  l'on  convient  de  poser  : 

l'expression  (12)  prend  la  forme  symbolique  : 

iO.  —  La  probabilité 
(i4) 


(*)  CzuBER.  Loc.  ci7.,page  56;  Cf.  aussi  Tcxt-Book,  ch.  II,  §§  27-32 
et  surtout  Toia.  Sofra  aîcune  formole  del  calcolo  délie  probabilità  {BolL  dcfjli 
AU,  n"  12)  qui  démontre  les  formules  du  texte  d'une  façon  très  élé^nie. 
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pour  que,  sur  m  têtes,  r  au  moins  survivent  an  boni  de  a  années 
s'obtient  évid^ounent  en  faisant  la  somme  des  probabilités  pour 

que  r  têtes,  r  4-  i  têtes,  ...  jn  têtes  survivent. 

La  probabilité  (i4)  pourrait  donc  se  déduire  de  la  somme  des 

probabilités  »p  ^^^—-^  =     définies  par  lequation  (12)  dans 

laquelle  on  remplacerait  r  successivement  par  r,  r  +  i,  r  -f-  a  ... 
en  tenant  compte  de  relations  bien  connues  d'analyse  combina- 
toire  (*). 

Mais  on  est  conduit  plus  rapidement  au  résultat  en  continuant 
à  se  servir  de  cacul  symbolique.  Remarquons  que  Ton  a  : 

__ÎL__       '•  +  1  M 

»!P«1  «2  „.  Xm  «îP*!        ...  Xm  —  ^X^  ... 

d'où 

/.ex  >•   H   _  r-\-l 

\*^/  "r»!  «1  ...  ^n,  «Pi'i         ...    '^Pxi  Xg  ...  Xm 

et  que  : 


nPxi  X2  ...  ic,,,  —  I 

[o] 


r^Px^  X.2 ...  x^  — •  — 

On  a  alors  immédiatement  : 


nParj  X.,  ...  x,„  —  I  —  — 
a        _      Z  Z  Z« 

et  on  voit  de  suite  que  si  on  a  démontré  la  relation 

pour  une  certaine  valeur  de  r,  elle  subsiste  lorsqae  r  est  jpemplacé 
par  r  H-  I, 

(1)  Cf.  PoTEiuii  DU  Motel.  —  Loc.  cit.,  p.  6i. 
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On  a  en  effet  : 


i  l.  —  Soient,  par  exemple,  trois  têtes  (ac),  (7),  (2).  La  proba- 
bilité pour  que  toutes  survivent  est  : 

nPxfy**^  nPx  7iPy  nps 

et  la  probabilité  pour  que  aucune  ne  survive  est  : 

G  est  bien  la  probabiUté  qu'on  obtiendrait  par  le  développement 

de  ' 


La  probabilité  pour  que  les  trois  têtes  ne  soient  pas  mortes  toutes 
les  trois  (c  est-à-dire  pour  que  l'une  au  moins  survive)  est  le  com- 
plément de  la  précédente  : 

I  —  n^xys  =  nPx  +  nPy  +  «P- 

expression  qui  coïncide  avec  le  développement  de 

Z 


XYZ 


La  probabilité  pour  que  une  des  têtes  survive  est  la  somme  des 

probabilités  pour  que  (x)  survive  et  que  (y)  et  {z)  meurent  —  pour 
que  (y)  survive  et  que  (x)  et  (z)  meurent  —  pour  que  (z)  survive  et 
que  (x)  et  (y)  meurent. 
Cette  probiialîilité  est  donc  : 

^p,  (l  —  f,Py)  (I  —  nP.)        nPy  (l  —  nP.)  (l  -  npj  + 

=  nP«  -t"  nPy     nP»  —  2 

—  3  („Pxy  -H  /iPxs       nPyz)  -4"  3  „/)xy5  =  (,  ^  Z)* 
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La  probabilité  pour  que  deux  têtes  ou  pour  quo  deux  têtes  au 
moins  survivent  s'obtient  d'une  façon  analogue. 

f  «5.  Si  on  tient  compte  de  Tordre  de  succession  des  décès  des 

membres  d'un  groupe,  on  est  amené,  dans  le  calcul  des  probabi- 
lités correspondantes,  à  distinguer  un  très  grand  nombre  de  cas, 
même  lorsque  le  nombre  des  têtes  est  assez  petit,  trois  têtes  par 

exemple. 

Mais  le  problème  de  la  détermination  des  probabilités  corres- 
pondant à  ces  divers  cas,  tout  en  variant  en  même  temps  que  les 
particularités  présentées  par  ces  divers  cas,  est  en  sobst^ce  toujours 
le  même  et  l'hypothèse  dont  on  se  sert  pour  déterminer  ce  pro- 
blème est  toujours  la  même  ;  d'autre  part,  la  connaissance  des 
probabilités  correspondant  à  des  groupes  de  plus  de  deux  ou  trois 
personnes  n*a  à  peu  près  aucune  importance  dans  la  pratique. 
C'est  pourquoi  nous  nous  limiterons  dans  la  suite  aux  groupes  de 
deux  ou  trois  têtes,  sans  même  examiner  toutes  les  éventualités 
possibles  pour  ce  dernier  cas  et  en  laissant  au  lecteur  le  soin 
d'étendre  l'analyse  aux  cas  que  nous  ne  traiterons  pas. 

Nous  admettrons  que,  si  q  est  la  probabilité  pour  que  r  têtes 

meurent  au  cours  de  Tannée,  exprimera  la  probabilité  pour  que 
ces  r  têtes  meurent  dans  un  ordre  déterminé  :  nous  assimilons 
ainsi  le  problème  de  la  recherche  d'une  pareille  probabiUté  au 
problème,  déjà  considéré,  de  la  recbercbe  de  la  probabiUté  pour 
que  r  points,  cboisis  au  basard  sur  un  segment,  présentât  un 
ordre  de  succession  déterminé. 

Cette  assimilation  est  basée  sur  Thypothèse  que  les  décès 
se  distribuent  uniformément  sur  toute  la  durée  de  Tannée. 

Dans  le  cas  de  deux  têtes,  ceci  conduit  par  exemple  à  admettre 
que  tous  les  décès  des  individus  d'âge  y  peuvent  être  considérés 
comme  se  produisant  au  milieu  de  Tannée  et  que,  tous  les  décès 
des  individus  d'âge  x  se  produisent,  une  moitié  pendant  le  premier 
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semestre  el  l'autie  noîlîé  pendant  le  second  smeatre  :  il  est  alors 

évident  que  ^      est  la  probabilité  pour  que  (ce)  et  (y)  meurent 

dans  un  intervalle  d'un  an,  mais  (x)  avant  (y)  (c'est-à-dire  pen- 
dant le  premier  semestre)  ou  bien  {x)  après  (y)  (pendant  le  second 
semestre).  Le  raisonnement  peut  être  étendu  immédiatement  à 
plusieurs  têtes. 

f3.  —  Soit  «— ij^^^la  probabilité  pour  que  (x)  meure  au 

cours  de  la  année,  à  partir  du  moment  où  Ton  observe  {x)  et 
(y),  et  que  (y)  soit  encore  en  vie  an  mom^t  de  la  mort  de  (x)  : 
cette  probabilité  est  la  somme  de  la  probabilité  pour  que  (x) 
meure  pendant  Tannée  indiquée  et  que  (y)  soit  en  vie  à  la  fm  de 
cette  année  et  de  la  probabilité  pour  (x)  et  (y)  m^irent  tous  deux 
pendant  cette  même  année,  mais  que  (y)  meure  après  x.  Cette  pro- 
babilité est  dcMic  : 

I        =  (n-lPx  —  nPx)  nPy 
l  {n-lP«  ~  nP»)  (n-iPy  ~  nPir)  = 

De  même 

ii=i 

sera  la  probabilité  Qj^pour  que  (y)  survive  à  [x),  Ëffectnons  la 
somme  indiquée  en  remarquant  que  l'équation  (17)  peut  s'écrire 

et  que 
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Nous  obtenons  : 


(18)  QL  =  ~('  • 


^     a  \       Pj^i  Px-^i 
L'expression  : 


ou,  en  général,  l'expressiou  : 

désigne  le  nombre  moyen  d'années  qui  s'écoule  entre  l'époque  de 
Tobservation  et  l'époque  du  premier  décès  a^ant  lieu  dans  le 
groupe  (vie  moyenne  da  groupe)  (^). 

f  4.  —  On  peut  démontrer  par  une  métbodé  entièrem^t  ana- 
logue à  la  précédente  —  et  nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  le 
faire  —  que  la  probabiUté  „_4 1  ^J.^.  pour  que  (x)  meure  au  cours 
de  la  année  et  meure  avant  (}')  et  (2)  et  la  probabilité  Q^^,  pour 
que  (x)  meure  avant  {y)  et  (2)  s'expriment  respectivement  par  les 
formules  : 


n— 1 


(«9) 


I    I  .    X   

9xyz       ^\n—iPxyz  nPxyz) 

^in—iPxy  nPz       nPxy  n— li^z 
+  n-jPxz  nPxz  n-iPy) 


(1)  Ici  encore,  comme  dans  le  cas  dHm  indmilu  isolé,  la  eamflete  eaffttailon 

of  life  du  groupe  s'exprime  par  î 

'  ...  (r)  =  p;^/^)  i     + '  'j' + <  -  'w + « 
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(20)  {  ,  ^  ^^x-l  ) 

Soit  Q^^  la  probabilité  pour  que  (z)  survive  à  (x)  et  à  (y)  et 

I 

que  (a?)  survive  à  (y)  :  c*est  évidemment  la  différence  entre  la  pro- 
babilité pour  que  (x)  meure  avant  {z)  et  la  probabilité  pour  que  (a?) 
meure  avant  (y)  et  (z).  On  a  donc  : 

I 

Les  relations  suivantes  entre  la  probabilité  pour  que  (x)  meure 
en  second  ou  en  troisième  lieu  et  les  probabilités  précédemment 
définies  sont  aussi  évidentes  : 

(")       Qljz  =  Q^z  -1-      =  Qir  +  Q«  -  Qir» 

I  I 

On  voit  aussi  immédiatement  quel  est  le  sens  des  notations 
.  —  et  Q^-  z  qu'on  peut  définir  par  les  égalités  : 

(24)  -  =  Q'  -hQ' 

\  ^/  ^  X  :  yz        ^  xyz        ^  xyz 

l  I 

m.  —  Tables  de  oommntation. 

15.  —  Reprenons  l'expression  : 

Sjvpi      SjU^Pj  h-  ...  4-  SnV"Pn' 
Dans  le  cas  oii  l'on  a  Si  =  Sa  =  ...  =  S»  ou  dans  le  cas  où  les 
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quantités  S  sont  liées  par  une  relation  simple  (par  exemple  si  elles 
varient  linéairement,  seul  cas  qui  se  présente  dans  la  pratique),  le 
calcul  de  la  valeur  de  cette  expression  peut  être  effectué  rapide- 
ment, en  se  servant  de  nombres  spéciaux  dits  constantes  de  com- 
mutation et  de  tables  contenant  ces  constantes. 

Parmi  ces  constantes  la  plus  importante  est  le  produit  du 
nombre  des  vivants  à  l'âge  x  par  le  facteur  d'escompte  tf,  autre- 
ment dit  le  nombre  des  vivants  rapporté  au  moment  de  la  nais- 
sance des  /x. 

Cette  constante  introduite  par  Tetens  (Einleitung  zur  Be~ 
rechnung  der  Leihrenten,  Leipzig  1785-86),  se  désigne  parD^r. 
On  pose  donc  : 

I  Dx  =  W,. 

Les  autres  constantes  de  commutation  se  déduisent  de  celle-ci 
ou  peuvent  s'y  ramener.  Leur  définition  n'est  pas  tout  à  fait  la 
même  cbez  les  différents  auteurs. 

Nous  poserons,  avec  les  actuaires  anglais  (u  désignant  l'âge 
extrême  de  la  table)  : 


Les  auteurs  français  et  américains  posent  : 
\V  Nx  =  s^Dx 

et  par  suite 

IIP  S,  =  sSxD,. 
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Cette  définition  présente  Favantage  de  concorder  mieux  avec  la 
définition  des  autres  constantes,  avmti^  dont  il  ne  fetnt  pas 
d'ailleurs  exagérer  la  portée  assez  fûble. 
On  pose  aussi  quelquefois  (')  : 

et  par  suite 

où  l'on  doit  remplacer 

par  une  valeur  approchée. 

On  évite  toute  confusion  entre  ces  nouvelles  quantités  et  les  pré- 
cédentes en  adoptant  des  symboles  qui,  tout  en  rappelant  les  pré- 
cédents, en  diffèrent  cependant. 

Tels  sont  les  symboles  N^,,  C^,  M^,  R^,  qui  remplacent  N^,  Cx, 
Mj,,  et  qu'on  a  proposés  au  second  congrès  international  des 
actuaires  (Bruxelles,  1898). 

16.  —  On  a  : 

log  D,  =  log  Ix  -i-  X  log  V. 

Dans  la  construction  d'une  table  de  nombres  N  en  partant  des  lo- 
garithmes des  nombres  D,  on  peut  se  servir  utilement  des  tables 
de  logarithmes  de  Gauss  qui  donnent  la  valeur  de  log  (i  H-œ) 

(1)  Voir  par  exemple  Poterin  dv  Motel.  —  Loe.  cit.,  p.  a  18. 
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pour  les  différentes  valeurs  de  log  x,  pris  comme  argument  (^).  On 
part  de  l'âge  extrême  Gi>  de  la  table  de  survie  et  on  calcule  suc- 
cessivement : 

log(D«-4-D^_,),  logD^H-D«_,-HD^_,). 
On  a  en  effet  : 

Une  remarque  analogue  s'applique  à  la  construction  des  tables  de 
certaines  autres  coAstaiiles  de  GOiami]^aEtion. 

17.  — Pratiquement  on  ne  construit  pas  des  tables  de  com- 
mutation pour  des  groupes  de  plus  de  deux  têtes,  car  ces  tables 
devraient  avoir  une  très  grande  extension,  tout  en  étant  d'un  uaige 
très  restreint. 

Il  résulte  de  raisonnements  faits  précédemment  que  les  proba- 
bilités correspondant  aux  divers  états  possibles  d'un  groupe 
peuvent  toujours  se  ramener  à  une  somme  de  probabilités  corres- 
pondant à  la  conservation  totale  du  groupe  :  il  serait  donc  «issi 
très  important  de  définir  une  constante  tout  à  fait  analogue  à  la 
quantité  D^.  considérée  plus  haut  et  qui  exprime  la  valeur  escomptée 
à  un  certain  moment  du  produit 

(rj  ••• 

(«)  On  a  : 

log  (o  4-     =  log  a  4-  log      +  ^ j 

log  a  est  connu,  bg  ^  <  +  ^  j  se  lit  immédiatement  dans  la  table  des  loga- 

b 

rithmes  de  Gauss  en  face  de  l'argument  log  -  =  log  6  —  log  a. 
On  a  de  même  : 

log(a  — b)  =  log6  +  log  (l  —  i). 
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On  peut  poser,  soit 

^XiXi  ...      =  •••  (0 

soit 

^a?!  «2  ...  «m  —  'afm' 

La  deuxième  définition  présente  l'avantage  de  n'être  pas  dissy- 
métrique comme  la  première  et  de  vérifier  Tégalité  : 

Pour  un  groupe  de  deux  têtes,  on  a  (notation  de  De  Morgan) 

Posons  de  même,  par  analogie  avec  des  notations  employées 
précédemment  : 


VIII 


IX   i;D_  — D._,__^  w-r  +  ^ 


xy 


^^{x^y)  ^ 

Les  probabilités  pour  lesquelles  on  tient  compte  de  Tordre  de 

succession  des  décès  (conformément  à  ce  qu'on  a  vu  au  n^  13) 

{*)  Dans  ce  cas,  il  convient  de  choisir  comme  exposant  de  v  le  plus  grand 
des  âgea  afin  que  D  soit  Je  plus  petit  possible.  Pour  deux  âges  déjà  les  quan- 
tités D  sont  assez  grandes. 

On  a  par  exemple  (table  H^) 

V  =.  i,o35— * 

v»3  =  3645.5o8.975 

^20  '30  =  3609.4ao.7a6 

Pour  cette  table  IP'  on  a     =  Ia7.a83. 

Si  on  prenait  {g  =  1378,  on  aurait  pour  les  quantités  précédâtes 

364760 
307 118 

avec  une  approximation  suffisante  dans  la  pratique 
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conduisènt  au  contraire  aux  notations  suivantes  : 

X  -^v 

XI  v~T^     Ij^l  =  ^x, 


IV.  —  Application  des  lois  de  Gompertz  et  de  Makeham. 

Règle  de  Simpson. 

f  S.  —  En  supposant  exacte  la  loi  de  Gompertz  il  est  possible, 
comme  nous  l'avons  vu  (chap.  i,  2«  partie,  S  12)  de  remplacer  un 

groupe  de  r  têtes  (x),  (j),  (2)  ...  par  une  tête  unique  dont  l'âge  |i 
est  défini  par  l'équation 

(a)  c5i  =  c»  -h  &  -h     -h  ... 

(c  étant  une  constante)  ;  et  en  supposant  exacte  la  loi  de  Makeham 
on  peut  de  même  remplacer  un  groupe  de  r  têtes  (x),  {y),  (z)  ... 
par  un  autre  groupe  de  r  têtes  ayant  toutes  un  même  âge  défini 
par  l'équation  : 

(5)  rc$2  =  c*     c»  -h  c=  -h  ... 

(c  étant  encore  une  constante,  mais  différente  de  la  précédente)  : 
la  probabilité  «P^ys  de  survie  après  une  période  de  temps  arbitraire 
n  n'est  pas  altérée  par  les  changements  précédents. 

C'est  précisément  de  cette  propriété  que  découle  la  grande  im- 
portance des  deux  lois  précédentes  :  elles  permettent  de  remplacer 
les  tables  qui  correspondraient  aux  diverses  combinaisons  des 
âges  r  à  r  par  des  tables  correspondant  à  un  âge  unique.  Par 
exemple,  en  ce  qui  concerne  les  tables  de  commutation,  il  suffira 
pour  résoudre  les  divers  problèmes  relatifs  aux  assurances  de 
groupes  d'avoir  les  tables  habituelles  donnant  Nx,  D,  ...  s'il  s'agit 
de  la  loi  de  Gompertz  ou  des  tables  donnant  D^^  ...  N^x  ...  x  s'il 
s  agit  de  la  loi  de  Makeham  :  en  eflel  il  est  toujours  possiUe  de 


i74  JIATHfilfATIQlJE  VES  ACTUAIRES 

ramener  le  calcul  au  calcul  de  sommes  de  la  forme 

^^t^^xys  •••  (r) 

dans  lesquelles  on  peut  effectuer  les  substitutions  déânies  par  les 
équations  (a)  et  (6). 

10.  —  En  l'absence  d'une  table  des  puissances  de  c,  le  calcul 
effectif  des  actuariens  et  1^  peut  se  faire  dans  la  pratique  soit 
au  moyen  des  cœfBcients  instantanés  de  mortalité  x„  soit  dans 
le  cas  où  1  équation  (a)  s'applique  au  moyen  des  probabilités  de 
survie  elles-mêmes. 

On  a  en  effet,  dans  k  cas  de  l'équation  (a)  : 

et,  à  cause  de  l'équation  (a)  elle-même  : 

(a6)  =  Bct^+^+-'-)  =  jx,  -f.     4-  i-,  +  ... 

(a7)  )  ^"^^^  i)  log  sf  =  [  C  -4-     ...  j  (c  -  I)  log  g  = 

(  =logpx-i-  logpj,  ... 

d'où 

(a8)  P$4=P»Pyi»*  — 

Dans  le  cas  où  la  loi  considérée  est  la  loi  de  Makeliam,  on  a  de 
même 

=  A  H-  Bc^ 
etj  à  cause  de  l'équation  (6)  : 

^^^^      S  '"^^52  =      H-  Brc^2  =  rA  -h  B  (c'  -f-        c»  ...)  = 
^  =      -i-      -h  {X,  4-  ... 

Limitons-nous  à  un  seul  exemple. 
Soit  X  =  a8,  y  =  35,  2  =  46. 
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On  a,  d'après  la  table  H**  : 


f*a8  = 

.  0074a 

.  00854 

.  012G0 

3rè  = 

.  02850 

d'où 

En  parcourant  la  table  des  valeurs  de  fx^  nous  trouvons  : 
d'où  nous  déduisons  : 

38  <    <  39 

iïP38:38:38  <  iiPa8:35:46  <  11^39:39:39 

Dans  la  pratique  pour  déterminer  la  valeur  Aq  d'une  assurance. 

on  interpole  linéairement  entre  les  deux  valeurs  A,  A2  qu'aurait 
l'assurance  si  x  y  z  avaient  les  valeurs  (38,  38,  38)  et  (09,  39,  39) 
c'est-à-dire  que  Ton  pose  : 

A*     A|     —  (A.  —  A^) 

La  table  H"  étant  ajustée  suivant  la  loi  de  Makeham,  Téqnatiott 

(2  G)  a  lieu  rigoureusement  pour  cette  table.  Il  n'en  est  pas  de 
même  de  l'équation  (26)  :  la  table      donne  : 

et  on  aurait  obtenu  en  se  servant  de  cette  équation  (26) 

1^59  >  npa8:35:46  >  np6o. 


!20«  —  Les  méthodes  précédentes  ramènent  les  probabilités  de 
survie  relatives  à  un  groupe  d'individus  d'âges  différents  à  la  pro- 
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habilité  de  survie  d'un  unique  individu  ou  d'un  groupe  d'individus 
du  même  âge  :  les  remarques  que  nous  venons  de  faire  et  le  théo- 
rème de  M.  Qiûquet  montrent  que  cette  marche  est  d'autant  {dus 
rigoureuse  que  les  fonctions  de  Gompertz  et  de  Makeham  se  prêtent 
plus  exactement  à  la  représentation  de  la  courbe  des  vivants  pour 
les  âges  auxquels  se  rapportent  les  probabilités. 

Par  exemple,  le  coefficient  instantané  de  mortalité  n  est  ime 
fonction  croissante  de  Tâge  qu'à  partir  d'un  certain  âge  (voisin  de 
17  ans)  et  conmie  le  coefficient  instantané  de  mortalité  défini  par 
les  deux  lois  précédentes  est  une  fonction  croissante  de  x,  quel  que 
soit  X,  on  peut  exclure  à  priori  la  possibilité  d'appliquer  correcte- 
ment les  méthodes  précédentes  à  des  groupes  contenantdes  individus 
très  jeunes.  En  général  il  n'y  a  pas  un  accord  tout  à  fait  satisfai- 
sant entre  les  fonctions  réelles  de  survie  et  la  loi  de  Gompertz  : 
dans  la  pratique,  on  ne  peut  admetlre  cette  loi  que  pour  des 
groupes  formés  d'individus  dont  les  âges  diffèrent  peu  et  pour  des 
probabilités  de  survie  relatives  à  des  périodes  assez  courtes. 

La  fonction  de  Makeham  se  prête  au  contraire  beaucoup  mieux 
à  représenter  le  nombre  des  vivants,  mêmes  avec  des  tables  qui 
n'auraient  pas  été  ajustées  conformément  à  cette  loi. 

Il  en  résulte  que,  même  avec  de  pareilles  tables,  il  est  légitime 
au  point  de  vue  pratique  de  se  servir  de  l'équation  {h),  bien  que 
l'emploi  de  cette  équation  ne  se  justifie  pas  rigoureusement  au 
point  de  vue  théorique.  L'équation  (29)  ne  subsistant  plus  dans  ce 
cas,  on  peut  déterminer  la  constante  c  d'une  façon  suffisamment 
approchée  en  se  servant  de  l'équation  : 

log  p  —  log  p^^^ 

à  condition  de  choisir  pour  x  un  âge  peu  élevé  (sans  choisir  cepen- 
dant les  âges  les  plus  bas)  et  pour  x  2m  un  des  âges  extrêmes. 
Avec  les  tables  de  mortalité  les  plus  souvent  employées  on  trouve 
pour  log  c  une  valeur  très  voisine  de  o,o4. 
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^  1 .  —  Il  résulte  des  considérations  précédentes  que  la  règle  dite 
règle  de  Simpson  d'après  laquelle  on  peut  remplacer  si  x  <.  y  <^ 

par 

(ou  Ton  pose  Iv"-      —  lv'*^„j)  n'est  rigoureusement  applicable 

que  dans  les  cas  où  la  loi  de  Gompertz  est  valable. 

On  peut  démontrer  que,  s'il  n'en  est  pas  ainsi,  on  a  pour  tous  les 
âges,  sauf  pour  les  âges  extrêmes 

rd>a:w  >%2u"  nPxy.  {') 


(1}  Pour  la  règle  de  Simpson  et  pour  les  modificatioiis  proposées  par  Milne« 
etc...,  voir  Text-Book  Ch.  XII. 
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CHAPITRE  II 


DETERMINATION  DE  LA  VALEUR  DES  PRINCIPALES 
FORMES  D'ASSURANCES  SUR  LA  VIE 

I.  Capitaux  différés 

1,  —  Nous  représenterons  par  «E^  la  valeur  de  l'assurance  d'un 
capital  égal  à  l'unité  payable  dans  n  années  pourvu  que  {x)  survive 
à  cette  époque.  Dans  la  relation  évidente, 

remplaçons  «p,  par  sa  valeur  en  fonction  de  /* 

n  —  , 

multiplions  le  numérateur  et  le  dénominateur  par  v  et  posons 
v^lx  =  D,.  Nous  obtenons  : 

(I)  „E,  =  ^«. 

Remarquons  que  Ton  a  : 

relation  tout  à  fait  semblable  à  celle  qui  existe  entre  les  probabilités 
pour  que  {x)  soit  en  vie  entre  les  deux  âges  n  et  n  +  71' .  Le  capital 
différé  coïncide  en  effet  avec  la  probabilité  de  survie  d'une  généra- 
tion qui  aurait  une  loi  de  survie  d'après  laqueUe  le  nombre  des  vi- 
vants à  l'âge  X  serait  D,. 
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—  Des  relations  tout  à  fait  analogues  à  (i)  expriment  la 
valeur  des  capitaux  différés  sur  plusieurs  têtes. 

Soit  nE«y...  la  valeur  d'un  capital  égal  à  l'unité  différé  de  n  ans 
et  pa  jable  pourvu  que  aucun  des  assurés  ne  meure  avant  Fédiéance. 
On  a  : 


II.  Rentes  viagères 


—  La  valeur  d'une  rente  viagère  sur  la  tête  de  {x)  s'obtient  en 
faisant  la  somme  des  valeurs  prise»  par  nE,  lorsqu'on  donne  à  n  les 
valeurs  entières  de  l'intervalle  (i,  «  —  x)  :  par  rente  viagère  on 
entend  une  annuité  dont  le  premier  terme  est  payable  dans  un  an 

pourvu  que  (x)  soit  en  vie  à  cette  époque  et  dont  les  termes  sui- 
vants sont  payables  d'année  en  année  tant  que  (x)  est  en  vie.  Dési- 
gnons par  a«  la  valeur  de  cette  annuité.  On  a,  avec  la  notation  II 
du  S  3  : 

(3)  a,  =  g!f±iJjr^'t«     =  ^5. 

De  même,  la  valeur  a^,,  d'une  rente  qui  devra  être  payée  à  la  fin 
de  la  première  année^  de  la  deuxième  année,  etc.,  jusqu'au  décès 
de  l'un  des  membres  du  groupe  {x,  y)  sera  d'après  la  notation  VIII 

(4)  0^  = 

4.  —  Les  relations  suivantes  déduites  de  (3)  et  de  (4)  : 

/K\         -  Dj^,     Djf+i  Njp4-|         .  . 

(5)  «X  =  jj-  =  -ut'  +  -j+J        =        ^  a,^.) 

N  D  n  N 

[O)    ^  ^xy...  ^xy...  ^xj...  ^x-^i:y+i,.. 

=  l^/>x.An-«x+i:r4-i...) 


•+2 
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pennettent  de  former  une  table  des  valeurs  de  : 

en  partant  de  l'âge  extrême  w,  si  l'on  a  une  table  de  valeurs  de 
u,    ...  et  de/).  L'équation  (5)  donne  en  efiet,  en  partant  de  a^=o: 

^  3 

Pw+nPw— 11+ iPtt— 11+2  ••• 

OU,  si  Ton  pose  : 

U)   /l  =  X 

f      =  wp«      v^aPx  4-  i^^px  -h  ... 

relation  que  nous  aurions  pu  déduire  de  la  définition  même  de  la 
rente  viagère. 

Si  Ton  suppose  a  >  y,  a  -+  /i'  =  w,  l'équation  (6)  donne  de 
même  : 

==  ®>      I  : j+ji'— 1  =  ^P^i  :  j+n'— I  •  •  • 

\  =  VP^ry  H-  V^J)„,  -t-  ... 

relation  tout  à  fait  analogue  à  la  relation  {7),  de  même  que  la  rela- 
tion (7)  était  analogue  k  (3)  :  pour  les  annuités  relatives  à  des  groupes 
s'éteignant  au  premier  décès,  on  a  en  effet  les  mêmes  relations  que 
pour  les  annuités  relatives  à  des  personnes  isolées. 

ft.  —  Nous  représenterons 

par      =  «afi!  la  valeur  d'une  annuité  temporaire  de  m  années 

sur  la  tête  (x)  ; 

par  _  i^a^  la  valeur  d'une  annuité  différée  de  m  années  et  tem- 
poraire de  n  — -  m  années  sur  la  tête  (a;),  c'est-à-dire  d'une  annuité 
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dont  le  premier  terme  est  payable  à  la  fin  de  la  (m  +  i)^*  année 
et  le  dernier  terme  à  la  fin  de  la  n^"^^  année  à  partir  de  l'instant  o& 

l'assuré  {x)  a  l'âge  x  ; 

par  ^\a^  k  valeur  d'une  annuité  différée  de  n  aimées  sur  la  tête 
{x). 

On  a  évidemment  : 

m  =r  m 

(9)  ^  N  N 


 =  


mas  n 


I         „   m  =  fn+i  X -\- m       ^^a?  +  « 

m|ii  —  wrx  jij   =  


m  =  n  +  I 


et 


-+■  m      nK'^x^n^  ^x 

ou,  si  m  =  n. 

On  peut  étendre  immédiatement  les  formules  (9)  à  (i3)  à  des 
groupes. 

O.  —  Représentons  par  {va)^~  la  valeur  d  une  rente  temporaire 
de  n  années  dont  le  montant  initial  a  croit  (ou  décidtt)  annuelle- 
ment de  ^  pour  atteindre  à  la  fin  de  la  année  la  valeur 
a  it  (/i  —  1)  p.  On  peut  évidemment  concevoir  (va)^~.  comme  résul- 
tant de  la  somme 


m 


En  remplaçant  _  ,a^,  et  |„a^  par  les  expressions  établies  précé- 
demment et  en  posant  (UI,  $  3) 


nous  obtenons 


(«4) 


Celle  eipressioa  devient,  si  Ton  a  a  =:]3  =  i  : 

(l4*)                              ^x  —  K  +  n  —  r^^x  +  n 
/  ^  

OU  bien 

suivant  que  le  montant  de  k  rente  va  en  croimnt  ou  en  décrois- 
sant. 

La  valeur  (i/»*)  d'une  annuité  temporaire  de  n  années  croissant 
de  I  chaque  année  depuis  i  jusqu'à  n  se  désigne  par  (la)^  (*). 
Si  on  choisit  —     Texprasaion  (i4)  devient 

(.5)  ^ 

et  dans  le  cas  où  a  =  jS  =  i  et  où  l'annuité  est  croissante 
(«6)  g  _  ^j^^^ 

La  valeur  (1-a)^  d'une  annuité  qui  va  d'abord  en  cnnssant  de  i, 

(i)  I  initiale  de  inereasing  =  croissant,  v  initiale  de  variable. 
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chaque  année  depuis  i  jusqu'à  a  et  qui  demeure  ensuite  constante 
pendant  le  reste  de  la  vie  est  évidemment  : 

(17)  (lo)»;  +  n.  + 1\%  =  ^"~rf"^' 

7.  —  Soit  a,  la  valeur  d'une  annuité  viagère  égale  à  l'unité  et 
dont  le  premier  terme  doit  être  payé  immédiatement  (annuité  anti- 
cipée à  Foppotée  de  Or  =  annuité  échue) 

(.8)   a.  =  B-t%t.^-  =  V^  =  .-.ï^  =  lH-a. 

En  remplaçant  dans  les  diverses  notations  précédentes  a  par  a, 
nous  aurons  des  symboles  représentant  les  mêmes  annuités,  mais 
anticipées  de  un  an.  Nous  aurons  par  ex. 

N         —  N 

("9}  ItTx  0  


et  ainsi  de  suite. 

Il  nous  paraît  inutîie  d'indiquer  explicitement  k  iaçon  d'étendre 

toutes  les  formules  précédentes  au  cas  de  groupes  s'éteignant  au 
premier  décès. 

S.  —  La  valeur  d'une  annuité  anticipée  de  un  «m  est  i. 
Nous  pouvons  admettre,  dans  une  pteodère  approximation,  qne 

+  -(s  <  m)  est  la  valeur  d'une  annuité  anticipée  de  ^.  £n  don- 

nant  à  s  les  valeurs  m  —  i,  m  —  2,  ...  i,  o,  en  iaisant  la  somme 

et  en  la  multipliant  par  ^,  nous  obtiendrons  la  valeur  a'^^  d*une 

annuité  payable  à  la  fin  de  chaque  fraction  ~  d*année  et  par  frac- 
tions de  montant  —  chacune. 

m 


m 

On  a  : 
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(ai)      j  m  m  J 


m  —  I 


2m 


De  même 


est  la  valeur  d'une  annuité  payable  par  fractions  de  ~  au  début  de 
chaque  période  %ale  à  ^  d'année. 

Lorsque  ^  tend  vers  zéro,  l'annuité  viagère  payable  à  la  fin  de 
chaque  période  ^  a  pour  limite  : 


[  ax=  i=  lim  a^'")  =  lim  a^^)  = 

{annuité  continue), 
9.  —  La  relation  (i3) 

montre  que  la  valeur  d'une  rente  temporaire  fractionnée  par  pé- 
riodes de  ^  est  de  même  : 


1  t 
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La  relation  précédente  et  la  relation  : 

fournissent  de  même  immédiatement  la  valeur  d'une  annuité  frac- 
tionnée, différée  de  n  années  : 

(.5)  ,|a('")  =  .|a'  +  î!LrJ,E, 

10.  —  D  est  évident  que  les  formules  (21)  à  (26)  s'appliquent 

aussi  au  cas  des  groupes,  bien  que  dans  ce  cas  l'approximation  soit 
moins  bonne.  Ces  formules  ont  été  déduites  de  l'hypothèse  exprimée 
par  la  relation  : 

(a)  D,+  .=D,_i(D,_D,^.) 

Autrement  dit  elles  supposent  que  les  quantités  D  forment  une 
progression  arithmétique. 

On  obtient  des  expressions  différentes,  et  qu'on  ne  peut  pas  ap- 
pliquer au  cas  des  groupes  sans  faire  certains  changements,  en  par- 
tant au  contraire  de  l'hypothèse  de  De  ï\loivrc  qui  consiste  à  sup- 
poser qu'il  y  a  une  relation  de  la  forme  (a)  entre  le  nombre 

+  ^  des  vivants  à  l'âge  a?     ^  et  les  nombres  4  et  4  ^ 

La  valeur  actuelle  du  payement  de  montant  -  effectué  au  bout 

m 

du  temps  — - —  est  : 

ou  bien^  en  posant  vi  =  q  : 

m  L    m      x  +  n'i       ^^x  +  n+ i9       ^  J. 
En  donnant  successivement  à  n  les  valeurs  o,  i,  2  ...  et  en  fai- 


i86  xATiifiiiATiauB  hm  Acnuflos 

sant  la  somme  des  quantités  ainsi  (^»teaues,  on  obtient 

»  =  I  #  =  I 

(  I    V^w  I  ,        ^   V^ni  \ 


s  =  1  *  =  I 


Servons-aous  des  relations  suivantes  (i'^  partie,  chap.  III)  for- 
mules 7-20-26) 

1      "^TO  I  S  il) 

i  V 


I     ■^n»  I  £ 


En  portant  ces  valeurs  dans  l'éqaation  26,  nous  obtenons  après 
des  simplifications  faciles  ; 

(27)  <i2"î  =   i  (I  -  'wl\ 

^  ^    (I  _HO^-my,„ 

Supposons,  que  m  croisse  indéfiniment.  On  a  (i"  partie,  cbap. 
Uiy  formule  (10))  : 

/(m)  =S  =  log(H-0 

IR  =  00 

11.  —  Passons  au  cas  de  deux  têtes  et  admettons  toujours 
riiypothèse  de  De  Moivre  : 
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La  valeur  actuelle  (au  début  de  l'opération)  du  veisem^t 

n 

effectué  au  bout  du  temps         ^  est  : 
I         I  fm- 


(l  4-1)"  + m 


)  = 


 I  I  Ç 

4-  «(m  —  «)4+iH-|  ly  -4-    t+iH-i  VfiH-i  (  ri' 

En  donnant  à  /i  les  valeurs  o,  i,  2  ...  et  en  faisant  la  somme 
nous  obtenons 

(  ^     j  ("i -s)'  a,,  4-  sim  -  s)a,.,+,  feu 
(29)      {  ^  , 

comme  valeur  d'une  rente  périodique  de  montant  ^  à  servir  au 

groupe  {x,  y)  chaque  année  à  la  fin  de  la  période  - .  D  en  résulte 
évidemment  : 


I  4-       a»4.i:y2'"s(m— s}viî  4-  (i  4-  i)a^  ^s^vk 


Or  on  a  : 

'j{m) 


(30)  L2-„~. 


(3i)  -I.  V",„s  =  '  -■/"(-)  ('  +  ')+^ 

*=i  (1  -H  iy-mj(«)2 


18a 
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i6g* ... 


H-  ...  m'g'»  }  =s 


=  m*(i  ^ V     3V  4-  ...  m«g«  —  g«  — 


m- 


—  2*93  —  ...  111*9'»+*]  = 


[a(g  H-  ag2     ...  mg") — 


j  —  (g  ^-  g2  4-  ...  g"')  —  /n2ç'"+*]  = 

=       — 7(m^  (l  -h  iU  1  2(1  +  î)ii  —  I  \  ~  /(^^a 

si  I  on  pose  comme  précédemment  g  =  ui.  En  portant  ces  va- 
leurs dans  l'expression  (29*),  nous  obtiendrons  l'expression  rigou- 
reusement exacte  de  a!^^  qui  résulte  de  l'hypothèse  adoptée.  En 
développant  {m  -  et  s(m  -  s)  et  en  désignant  les  sommes 
(3o-3i-32)  respectivement  par  A,  B,  C,  nous  obtenons  : 


(33) 


(  V  -  G)  -h  (I  +  i)a^G 


L  expression  (33)  est  trop  compliquée  pour  qu'on  puisse  s'en 
servir  utilement.  On  peut  la  simplifier  en  supposant  i  =  o  dans  le 
calcul  de  A,  B,  G  (ce  qui  revient  à  ne  tenir  compte  que  de  l'in- 
fluence de  la  mortaUté  dans  le  calcul  de  a^^),  en  fonction  de  aj. 
On  a  alors  :  ^  ^' 


A 

m 


B 


I 


m 


2m 


G  =      y"*  «2  ^  (^jn_±_i)  (m  -t-  i) 

6  m* 


m* 
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et  si  l'on  suppose  aussi 

(i  +  i)  (»^  ^  i)  G  =  Ga,i,  —  G 
l'équation  (33)  devient  : 

(34)  Ui^^n^^^h..^,:)^^^- 

f  (am  -f-  i)  {m  -h  i) 

A  la  limite  pour  m  =  oo  ,  nous  obtenons  la  valeur  de  Famiuité 
continue  : 

(35)  i^^i^+y  (hç     + _  ^ 

l^^.  —  Dans  le  calcul  de  l'annuité  fractionnée  ou  contînoe»  on 
peut  employer  utilement,  avec  Woolhouse,  la  formule  de  somma- 
tion d'Euler  : 

En  donnant  à  a  la  valeur  x  et  en  supposant  f(x)  =  o  pour  les 
valeurs  de  x  supérieures  à  une  certaine  valeur  finie  w,  cette  formule 
devient  : 

Soit /(as)  =  4»*  =  D«.  On  a  évidemment  alors  : 

(*)  Pascai..  —  Caicoio  dei/c  differenze  Jinile,  Hœpli,  1897,  page  291. 
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et  l'équation  (87)  devient,  en  divisant  les  deux  membres  par  J{x) 
ei  en  supposant  à  =  i  : 


I  -4-ax  =  axH  '^->  / 

'       '     2      la /(a;) 


On  a  : 


£g)=-i.,  +  logi;  =  -(ix,  +  8) 
d'où  il  résulte  : 

(38)  =  a,  -t-  ^  -  ^  (ixx  +  8) 

En  posant  A  =  ^  dans  l'équation  (3 7)  et  en  y  remplaçant 

par  sa  valeur  tirée  de  (38),  nous  obtenons  : 

= 4  [/(-)  +/(^ + y  +/(^ + ^)  -  = 

=    +  î  -  iî  <^ 1^) iîs  -  ÏTii?  = 

=  a,  -h  ô-  (o  +  \x^ 

^      »  X        m  2111  i2m^  ^ 

En  général,  les  résultats  fournis  par  les  formules  (3cS)  et  (28) 
coïncident.  On  peut  étendre  les  formules  (3 8-3 9-40)  aux  annuités 
»ur  plusieurs  têtes,  pour  des  groupes  s'éteignant  au  premier  décès, 


(39) 
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en  remplaçant  ax,  a^^\  Qx  et  ^  respectivenient  par  a^y  ...„ 

Oxy  ...  et  [Ixy  ...  =  (J^x  -\r  lly        ....  (*)• 

On  a  dans  tous  les  cas  une  approximation  suffisante  en  prenant  1 

En  remplaçant  dans  l'exprjession  (4o)  m  par  ^,  (m  >  i),  elle 
devient 

(m)  m  —  I      m*  —  i  ,  ,5. 

d'où 

//  \  ("i)  ,     — *        —  . 

(4i)  a^  =  a^  ^  H  ^  —  (j^x  H-  0) 

et  on  a  ainsi  une  expression  approchée  de  a^,  une  fois  qu'on  a  cal- 
culé  a^'"/  : 




(')  La  relation 

^xv  ...  —  (^x       I-'-v  "1"  ••••• 

t.  «« 

résulte  immédiatement  des  relations  déjà  vues  (Ch.  I,  a'  Partie,  §  la)  : 

Px^Px^      =  G 

.  .        _  G' 

î*Xj  "T  H-Xg  "r  ••••  —  "~  G~ 

n  Ton  remarque  que 

I  —  Pjcj  Pj;2      =  I  —  G 
est  la  probabilité  de  disparition  du  groupe  et  que  —  q  est  par  suite  le  coeffi- 
cient instantané  de  dispersion  du  groupe  :  ce  n'est  donc  pas  autre  cliosc  que  la 
quantité  [x^^  x.> ...       ^^^^  remplacer  le  coefficient  de  mortalité  pi^  dans  les  cal- 
culs relatifs  à  des  groupes  qui  s'éteignent  au  premier  décès. 
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13.  —  Nous  avons  vu  que  l'équation  de  survie  de  Makeham  : 
peut  être  mise  sous  la  forme 
Il  suffît  de  poser  : 

En  tenant  compte  de  Téquation  : 

V*  =r  e~*°S  (i  + 1>  ^  g— 8ar 

on  en  déduit  : 

en  posant  a  -f-  #  =  a'.  On  en  déduit  aussi  : 

en  posant  j3'  =  ]3eYa,  q' 

Portons  cette  valeur  (I)  dans  l'intégrale 

v'faj.   t^txox  ^^^^  ax 

qui  exprime  la  valeur  de  l'annuité  viagère  continue  pour  une  tête 
d'âge  a.  Nous  obtenons  : 

Nous  nous  proposons  de  calculer  cette  intégrale. 

Effectuons  la  substitution  z  =  «T*  et  remarquons  que  lorsque  x 
parcourt  Imtervalle  (0,00),  z  parcourt  l'intervalle  (i,oo).  L'inté- 
grale devient  : 
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en  posant 

—  =  C%  a'  rss  I  H —  ; 
T  T 

posons  pour  abréger  e-p'^  =  a  z-«'=  v,  désignons  par  ii',  u\.,  les 
d^vées  successives  de  a  par  rapport  à  z  et  par  vi-^),..  les 
intégrales  J  vdz,ffvdz,  Nous  obtenons  : 


—  y(i— a')(2— a')  "~  («'  —  I)  (a  —  a'')         «"^'^  *' 

Décomposons  l 'intégrale 

en  deux  autres  intégrales 

L,  =  J**  e-p'^  ds 

= J'  e-p'z  z^-oL'  dz 
en  nous  servant  de  la  relation 

r=  f  -  n 

*/i        Jo  Jo 
Bmoooi  i5 
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Si  Ton  pose  t  =  devieut 

ou,  en  posant  n  —  i  ==  a  — 

JL^  r      f-^  di=^  ^liZJ^ 

où  r  représCTitfe  YintégraU  eaMrienm  de  dmiàëmû  apke  (Cf. 

i'^  partie,  chap.  I,  note). 
Pour  calculer  L,  servons-noii&  de  la  relation 

qu'on  obtient  en  intégcant  par  parties  pkisiears  foi»  de  suite.  Nous 

obtenons  ainsi  : 

/«-P--  z*---  iz  =  e-V'  -t-  (3  _     (4  _  a'-)  +  •" 

P"  J  (3-.*)  (4-0-(' +  »-'') 
OU,  si  Fon  ÎBti^  entre  les  limites  o  et  i  : 

=  3^1^-  i  '     4^^  +  (4  -  ^[^  -  «0        \  ^ 

Remanions  que  la  fonction  hypergéométrique 

F(a.6.c.aî)  =  H-  —  «  -4-  e.(c  -h  i)  ^ 

devient,  quand  on  pose 

a  =  a,  6  =  I,  c  =  I,  c  =  c,  X  =  ^- 

F  («,l.c,      =  1  +  i  X  +  (iH- i)  x«  +  ... 


ASSUBA2ICES  SUR  M 

d'où 

lim  F  ^  )  =  t-K  i  as  4-       '  ■  v  xstFfy,x) 

et,  pour  les  valeurs  a;  ==  P',  c  =:  4  —  a*} 

F(4-«'.P')='  +  4é?P'  +  (4-.^/(6-.^''''-^- 

expression  qui  est  précisément  celle  qui  ûgure  entre  crochets  dans 
la  valeur  de 


(3  —  a")  (4  —  a")  ...  (2  -r-  n  —  oT; 

est  le  tenue  ocifnpMmentaire  de  la  série  F(3  —  sâôe  cou* 

vergente  si  l'on  a  |2|  <  i. 

Etant  donné  un  nombre  s  aussi  petit  qu'on  le  veut,  on  peut 
toujours  choisir  n  sufhsamment  grand  pour  que  Ton  ait  : 


(3  _      (4  —      ...  (a  -H  fi  —  oT) 


.  e. 


Oa  ea  déduil  qu-'oa  peut  Mre  en  sorte  que  Ton  ait  : 

iRnI  <  8. 

Nous  avons  donc  : 

tC''- «)(»-«•) 
C'P"^  rr  (3  —  «')  _^  «-F  p. .  g,>7 

a' 

OU,  si  l'on  pose    =  a  —  a"  =  i  —  —  , 


c'y' 
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15.  —  Posons  i  =  o  dans  l'expression  : 

Elle  devient 

if 

X 

qui  nest  pas  autre  chose  (Ch.  I,  2,  $  8)  que  la  vie  moyenne 

Ex  à  râge  ce.  Si  Ton  compare  les  deux  expressions,  il  est  évident 
d'autre  part  que  la  différence  E^,  —     est  d'autant  plus  grande  que 
le  taux  i  de  l'intérêt  est  plus  grand.  On  peut  en  effet  concevoir 
comme  étant  la  vie  moyenne  d'une  génération  pour  laquelle  la  loi 
de  survie  serait  dffînie  par  la  fonction 

y  =     =  = 

et,  puisque  v  est  inférieur  à  i,  à  cette  loi  correspondrait  une  éli- 
mination plus  rapide  qu'à  la  loi  définie  par  la  fonction  j  =  et 

d'autant  plus  rapide  que  y  est  plus  petit. 

Une  analyse  facile  montre  d'ailleurs  qu'il  en  est  de  même  de  la 
différence  entre  la  valeur  d'une  annuité  dont  la  durée  coïncide  avec 
la  vie  nu>yenne  à  l'âge  a;  et  a«  :  celte  différence,  nulle  en  même 
tenips  que  i,  croît  lorsque  î  croit. 

16. —  Nous  représenterons  par  a  a^^^  la  valeur  des  rentes,  dans 
l'hypothèse  ou  l'assureur  est  tenu  de  payer,  le  jour  du  décès  de  [x) 
un  fraction  de  rente  proportionnelle  au  temps  qui  s'est  écoulé 
depuis  le  début  de  la  période  au  cours  de  laquelle  le  décès  a  eu 
lieu  jusqu'au  moment  du  décès  {annmté  complète.) 

Une  première  valeur  approchée  de  '  et  de  a,  est  fournie  par 
le  principe  de  Gauchy. 

Su{^po8ons  que  la  rente  soit  payable  par  termes  échus,  de  valeur 

l-  chacun,  à  la  fin  de  chaque  fraction  ~  d'année. 
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1«7 


Si  tous  les  décès  qui  ont  lieu  au  cours  de  chaque  période 
avaient  lieu  au  début  de  cette  période,  on  aurait  évidemment 

Si  tous  les  décès  avaient  lieu  au  contraire  à  la  fin  de  la  période 

on  aurait  : 

•(m)         a;    ^  m 
 T- 

(l  -f-  î)  m 

Nous  avons  vu  en  effet  qu'une  annuité  fractionnée  anticipée  est 
donnée  par  la  fmnule  a^"*)  =  J.  +      •  ^  nombre  des  paye- 

m^ts  effectués  est  évidemment  le  même,  dans  le  cas  qui  nous 

occupe,  pour  l'annuité  a^^^  et  pour  l'annuité  a^**^ .  Mais  chaque 

payement  ayant  lieu  à  la  fin  de  la  période     au  limi  d'avoir  lieu  au 

commencement,  on  devra  avoir  : 


a 


«  *  I 


(n-  0  «     (n-  i)  ^ 

Le  principe  de  Gauchy  nous  conduit  à  adopter  la  vakiv  sui- 
vante  : 

!("«)  .  ' 
*   -t-  j- 
(l  -h  0  » 

et,  si  l'on  pose 

(4a)  4.)  =  «.H.ÎÎi^ 
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(43) 


=  t  ^      —      ^  (  m  —  4  1  = 

^       V       am/         am  \  awi  / 

(i  \  .  m  H-  I  I 

»  -  «h  -  •  ^sp- +  i 

Pour  m  =  I  l'expression  (43)  devient 
(44)  2*  =  (i  —  ^  î)a»  -H^  — ^  i 

—  On  obtient  des  formules  très  voisines  des  formules  (43) 
(44)»  Mxm  jplus  correctes,  à  l'aide  de  la  xemarqiie  suivante  ;  si 
on  admet  qne  les  décès  se  répartissent  uniformément  an  conrs  de 

cliaque  période ,  on  peut  supposer  ^'ils  ont  tous  lieu  au  mi- 
lieu de  chague  période.  Dans  ce  cas,  l'assureur  devrait  pajer 
au  moment  du  décès  de  (x).  Posons  comme  précédenmient  : 


(m)   m  —  I 


Nous  obtiendrons  : 


.  m —  II  I 

H   H  =     -4-  — 

2  m        am  a 


La  somme    +  ^  correspond  à  une  rente  dont  le  montant  serait 

de  ~  au  début  de  la  première  année  et  de  ^  au  début  de  toutes 

les  périodes  ^  suivantes.  Mais  le  payement  de  la  êmdiQik  de  sente 
doit  par  bypotbèse  avdbr  lieu,  en  cas  de  mort,  an  milieu  4e  la 

période  ^  au  cours  de  laquelle  le  décès  a  lieu  —  en  d'autres  termes, 
à  une  époque  en  avance  de  ^  sur  l'époque  à  laquelle  devrait  être 
effectué  ce  payement  pour  l'annuité  a«     ^  ;  il  suffira  donc  de 


ASSUBANGES  SUR  LA  VIE 

donner  à  a^^  la  valeur 

-h  1)3111 

on,  si  Ton  pose 


d'où,  pour  m  =  I, 

(46)      ax  =  (i-^i)(flx+i)==(i--5i)«.  +  ^-5i- 

18.  —  L*bypoÛièse  d'une  répartitinii  uniforme  des  décès  au 
COUTS  de  cfaaqne  interraBe  condait  à  iMrAner  k  ^r^nir  dt  èla 

probabilité  pour  que  (x)  meure  pendant  l'int^valle  (/,  t  -H  dt). 
Si  le  décès  a  lieu  après  un  temps 

— (<<  — ,  «=o,  I,  a,  ...m  —  i) 

le  montant  de  la  somme  qui  doit  être  payée  par  Fassureur  au 
moiimt  du  décès  est  I.  L'espérance  maâiém»lti<]Oft  est  donc 

t  dt 

et  les  valeurs  actuelles  de  cette  espérance  mathématique,  rapportées 
au  début  et  à  la  fin  de  l'année  du  décès  sont  respectivement 

t  peut  prendre  toutes  les  valeurs  de  Tintervalle  (  o,  ^  j  et  f  les  va- 
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leurs  entières  o,  i,...  (m  —  i).  La  moyenne,  rapportée  à  la  fin  de 
Tannée,  des  valeurs  des  payements  possibles  à  effectuer  par  suite 
du  décès  est  donc  : 


dt 


Ona 


2 


I 

H»         Vm      *  =  — 


I  I 
I  —  Vm       I  —  Vil 


»       ( I      V»      vh\      i  i 


i^vi  «'/ 

On  obtient  donc  g-,  —       comme  valeur  probable,  rapportée  à  la 

fin  de  Tannée  du  décès,  du  payement  à  effectuer  par  suite  du 
décès.  Mais  ce  payement  peut  avoir  lieu  à  n'importe  quelle  année 
pendant  toute  la  durée  de  l'opération  :  la  différence 

entre  Tannuité  complète  et  Tannuité  simple,  payables  toutes  deux 
à  la  fin  de  cbaque  période  peut  donc  être  considéré  comme  une 
assurance  en  cas  de  mort  sur  la  tête  {x),  de  montant 


3 


0 


Désignons  par  A,  la  valeur  d'une  assurance  en  cas  de  mort,  de 
montant  i,  sur  la  tête  (x)  (valeur  que  nous  calculerons  bientôt) 
nous  aurons  : 
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d'oà  : 

(47)  ar)=a(r)-H('_^)A. 

Pour  m  s=s  I  l'expression 

J(m)='»  )  (l       i)i  —  I  ( 

devient  égale  à  i.  Ona  donc,  pour  m  =  i, 

(48)  â,  =  a.-H  (^i  — |)A,==a.-h*-^A. 


m.  —  Assurance  en  cas  de  mort 

19.  —  Soit  Ax  la  valeur  de  l'assurance  d'un  capital  i  payable  à 
la  fin  de  Tannée  du  décès  de  Tassuré  (x)  d'âge  x. 

La  [probabilité  pour  que  le  pa  jem^t  ait  lieu  à  la  fin  de  la  n* 
année  est  éWdemment  la  probabilité  pour  que  (x)  atteigne 
Tâge  x-hn  —  i  et  n  atteigne  pas  l'âge  x  -hn,  c'esfr-à-dire  (Gbap. 
II,  $  a,  n«  7 


et  la  valeur  de  cette  probabilité  rapportée  au  début  de  Topération 
est  par  conséquent 

V    '     dx  -\-  n  —  I 

Les  égaliiés  I  elIY  du  s  m  (Gbap.  I) 
montrent  que  Ton  a  : 

c  ç 


On  aéndemmeBt 

ou  en  posant  (ibid.,  Y) 
(49)  A.  =  î^=i-.ci 


1^ 

avec 

(i=  I  —  V 

A  î  =  0  correspondent  les  valeurs  v  =  i,  cl  =5  o. 

égalité  qui  est  une  conséquence  évidente  de  la  suivante 


Jl=3 


20.  — On  peut  étendre  la  formule  (49)  au  cas  des  groupes,  en 
procédant  comme  on  l'a  fait  pour  les  rentes  des  groupes  s'éteignant 
M  ffomier  décès.  Soit  ...  la  valeur  aclofiik  d'w  capital  i 
payable  à  la  fin  de  l'année  du  premier  décès  qui  m  fnàmm  daas 
le  groupe  {xy  ...)  formé  des  individus  (a?)  (y)  ..,  Remarquons  que 
la  probabilité  pour  que  tous  les  membres  du  groupe  soient  vivants 
au  bout  de  n  — •  I  années  et  ne  soient  pas  tous  viMots  au  bout  de 
n  années  est 

—ç—^  V — T-^^-j- 

En  introduisant  alors  le  facteur  d'escompte    et  en  employant 


les  notations 

(Notations  IX.  X  du  S  m  du  chap.  I  de  celle  partie),  on  trouve  ai- 
sément : 

A  ^ary  1  — fif 

l^f .  —  Si  l'on  considère  des  assurances  temporaires  de  m  années 
oa  temporaires  de  n  —  m  années  et  différées  de  m  années  ou  enfin 
Gérées  de  n  années,  on  est  conduit  aux  rations  suivantes  : 

(5l)  1«A.«=  J5^^ 

(5a)  fliLi-«A  =  Mi2îL|j-Mi2î 

(53)  J^=^ 

1*4)  A  ==  UA  -h  In^J^m)  ^  A(.) 

(où  A,  M,  D...  sont  les  valeurs  correspondant  à  Tâge  initial  ou 
aux  âges  îaitîaiix  et  A(m),  M(m),  D(m)  les  valeurs  oorro^iondant  aux 

mêmes  âges  augmentés  de  m). 

Ces  relations,  indépendantes  du  nombre  des  têtes  assurées,  sont 
analogues  à  celles  que  nous  avons  obtenues  pour  les  rentes  via- 
gères. 

Si  Ton  a  m  =3  71,  la  relation  (54)  devient 

Ajt  —  |»A  -+-  i^Ac 

d"où: 

(55)     InA  =  1  _     -  ^  (I  _  «Ja(»))  =  t  —  d] ji  -  ^> . 
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2lZ.  —  Posons  : 
(56)  A,.^...^=.|A^...  + 

^  m»» 

La  relation  (55)  donne 
ou,  s'il  s'agit  d  une  tête  unique  {x) 

Les  relations  (67)  et  (58)  déterminent  la  valeur  d'un  capital 
unité  payable  :  i**)  à  la  fm  de  Tannée  du  premier  décès  frappant 
le  groupe  >,  y...)  (ou  l'individu  {x))  dans  le  cas  où  ce  décès  se 
produit  à  la  fin  de  la  année  ;  a*)  au  bont  des  n  années  si  aucun 
des  membres  du  groupe  n'  est  mort  avant  cette  époque  (ou  si  l'in- 
dividu (x)  est  vivant  à  l'âge  x  -h-  n)  {assurance  mixte).  La  formule 
(5i)  permet  de  remplacer  les  relations  (5;)  et  (58)  par  les  sui- 
vantes : 

(59)  A^  =  ""-"'  +  --^^'+' 

(66)       A      -T  —  ^ay».  ~"  ^x  +  my-^n,..      ^»  +  n:y  +  *.,. 

^    /       ^xy„.nl   *-J5   

xjr... 

applicables  la  première  au  cas  d'une  tête  unique  et  la  deuxième 
aù  cas  de  plusieurs  têtes. 

^Sm  —  Soit  de  même  (vA)^  la  valeur  d'une  assurance  en  cas  de 
mort  sur  la  tête  (a;),  temporaire  de  n  années  et  dont  le  montant 
annuel  varie  suivant  la  formule  (a  zh    (r  —  i)  (r  =  o,  i ,  2, . . .  /i). 

On  a  : 

(y^y^i = «  + («  ±  P)  %f '  + .  • .  1  «  ±  (n  - 1  )  M  Hf^' = 

±  P  {  Qt+t  -h  aCx+j  -f-  ...  -f-  (n  —  i)  C,+„»i }  = 

==  n- 1  «(Mx  —  M,+„)  db  p(M*+i  4-  M*+2  -i-  ...  M,+„  -  /iM,+„)  j 
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â05 


et,  avec  la  notatioa  YI  (Ghap.  I,  $  III) 

(61)  (uA)iij  =  ^  ? — ^g-  ^  i-i. 

Si  Ton  a  a  =  j3  =  I  et  si  le  montant  de  l'assurance  va  en  crois- 
sant, l'expression  (61)  devient  : 

(62)  ^  ~^  ^'"^lî 

qu'on  représente  d'habitude  par  (IA)j|.^.  On  représente  de  mAme  par 

(Ij^A)^  la  valeur  d'une  assurance  s'étendant  sur  la  durée  entière  de 

la  vie  croissant  pendant  les  n  premières  années  depuis  i  jusqu'à  n 
et  restant  ensuite  constante  et  égale  à  n.  On  a  évidemment  : 

(63)  (I^ïjA),  =  (lA)i-,  ^  n.|A,  = 

Supposons  a?  -H  n  >>  w.  Il  n'y  a  plus  lieu  alors  de  considérer  la 
période  durant  laquelle  l'assurance  temporaire  fonctionne  et, 
comme  on  a  : 

M«4.„  =  R,+n  =  o 
les  expressions  (61)  et  (62)  deviennent  respectivement  : 

(64)  (vA).  =  î^-i5i±i 

(65)  (IA)x  =  1^  ==  A«  -4-  i|A,  4-  ,|A,  -h  

valeur  qui  coïncide  avec  la  valeur  (63)  lorsqu'on  tient  compte  dans 
celle-ci  de  l'inégalité  a:  -H  n  >•  w. 

Si  on  considère  des  assurances  sur  des  groupes  de  têtes  au  lieu 
d'assurances  sur  des  têtes  isolées,  on  est  conduit  à  des  formules 
ayant  la  même  forme  que  celles  que  nous  venons  d'établir. 

554,  —  Proposons-nous  de  chercher  la  valeur  Ax^*")  d'une  assu- 
rance en  cas  de  mort  égale  à  Tunité,  lorsque  le  payement  de  la 


206 


MATBÉlUTIQCfi  DES  ACTGAIJUBS 


somme  assurée  dcut  «njk  hm  non  j^koB»  k  k  fin-da  Tamiée  du 

décès,  mais  à  la  fin  de  la  période  ^  pendant  laquelle  a  eu  lieu  le 
décès. 

^  le  payaoneni  de  la  somme  égale  à  l'unité  devait  avoir  lieu  à  la 

s  .  •  « 

fin  d'une  période  égale  à  la  fraction  —  d'année»  au  lieu  d'avoir  lieu 

à  la  fin  de  l'année,  la  valeur  de  Fassurimce  rapportée  au  début  de 

l'opération  serait  évidemment 

m—* 

L'assurance  actuelle  diffère  en  effet  de  l'assurance  normale  Ax 
en  ce        le  payement  du  capital  asausé  doit  mm  lien  à  une 

époque  en  avance  de  — — —  sur  l'époque  à  laquelle  serait  effectué  le 

payement  pour  l'assurance  normale. 

Si  on  admet  une  répartition  uniforme  des  décès  sur  toute 
l'année^  on  est  conduit  à  attribuer  la  même  probabilité  à  des  décès 
se  produisant  pendant  la  première,  la  deuxième...,  la  n^'"^  période. 
On  peut  donc  prendre  comme  expression  de  A^"^^  la  moywio 
arithmétique  entre 

m  —  I  m  —  «  m—at 

Ax(i  -4-  i)   ■*    ,  Ax(i  -i-  i)    »    ,  ...  A,(l  -f-  i)  - 

On  a  alors  : 

On  appelle  assurance  continue  en  cas  de  mort  l'assurance  défi^ 
ni&pwrégdité. 

lim.  A J*^  =  A*. 


m  =  00 


C'est  la  valeur  d'une  assurance  dans  laquelle  k  payement  de  k 
somme  assurée  devrait  être  effectué  à  l'instant  précis  du  décès« 


jmuRmcm  swl  ul  vj& 

L'égaUté 


l"»-i(m)  =  log  (l  -h  l)  =  8 
m  s  «o 

montre  que  l'on  a  : 

{67)  A,  =  A,  |, 

En  développant  et  en  séries»  on  a  trouvé,  1'*  partie 
chap.  m  (is),  (i3)  : 

/<"»=^-n('-y'--3t('-y(-y^' 

î  s—  ;  i  ;2  .  i  ;3 

et  en  limitant  ces  développements  aux  termes  en  t^,  nous  trouvona  • 

»   I  

a  m 

» 

i  I 

j=  .  


I  — 
2 


exj^sions  à  peu  près  égales  à 


m  —  I 


(l  -\-  ij  a  m 


i/n-  i 

On  prend  en  effet  quelquefois  pour  A^^^  et  i  k»  expwwmis 

suivantes  qui  ne  sont  guère  plus  simples  que  les  précédentes  et  qui 
MHit  moins  oorrectes  : 

(68)  AÏ')  =  A.(.+.)'^ 

(69)  à;  =A.  v/i  i. 
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125,  —  Si  l'on  suppose  la  fonction  4  dkivable, 

exprime  la  probabilité  pour  que  (as)  meure  pendant  Tintervalle 
{t,  t  -h  dt)  et 

est  la  valeur  de  cette  probabilité  escomptée  au  début  de  l'opération. 
U  en  résulte  que  Ton  a  : 

/oo 

L'intégration  par  parties  donne 

A,  =  —  ç  {^%^t  —  vjvn,^tdt^^ 

et,  puisque 

—  log  V  s  S 

/oo  /»«   


o 

on  a  : 


(71)  A,  =  -  ^  (—  t  -f-  8  U.)  =  I  —  «  «. 

Si  l'on  porte  dans  (71)  la  valeur  de  a,  tirée  de  (28) 

^==5-""  (n-i)&« 

et  si  on  remarque  que  Ton  a  : 

I  —  îa*  =  I  4"  î  —  »•» 
I  —  da«  =  Ax 
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on  obtient  de  suite  : 

ce  qui  est  précisément  Texpression  de  A^^  déjà  établie  précédemment 

M*  —  La  probabilité  pour  que  Fun  des  membres  du  groupe 

(x,  y,  z...)  meure  pendant  l'intervalle  (/,  t  dt)  est,  d'une  façon 
toute  semblable  : 

hf±i  ...  — '  h+t+dt  _^  ly+t  —  ly+t+dt  lx-\-t 

Ixlylx.., 

On  en  déduit  que  la  valeur  Axys . . .  d'une  assurance  en  cas  de 
mort  payable  au  moment  précis  du  premier  décès  qui  atteint  le 
groupe  (x,  y,     est  : 

^'^^  cir  j  -j 

Ici  encore  l'intégration  par  parties  donne  : 

(7^)  A«yS    ...    =    1    —   Ofljjy,  ,., 

XV.  —  Itontos  réveroililes  —  Capital  pasrable  an 

dAoès 

m.  —  Soit  a — L_  la  valeur  d'une  annuité  payable  tant  que 

r  têtes  au  moins  viventr  sur  les  m  têtes  données  (rente  réversible). 
wP     >•      représente  la  probabilité  pour  que  au  bout  de 

9yz ...  (m) 

n  années,  r  têtes  au  mmns  survivent,  sur  les  m  têtes  données,  on  a 
évidemment  : 

(34)  «  L_=:yV,rf>  r 

^x...  (m)  xyz ...  (m) 

BnoGfii  1^ 
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Or  nous  avons  vu  que  l'oii  a  : 

Z*  étant  la  somme  des  probabilités  de  survie  nfxyz ...  {k)  de  plusieurs 
groupes  de  k  têtesy  en  nombre  égal  au  nombre  des  combinaisoiude 
m  élémeate  k  kk  (voir  pages  162  et  suivantes).  H  en  résdte que 
a     r    se  trouve  exprimé  par  une  somme  d'annuités  œsiant  de 

xyz  ...(m) 

fonctionner  an  ptemicv  décès 


oii  k  reçoit  les  valeurs  entières  de  l'intervalle  (r,  m). 

Sir  est  égal  à  i,  on  désigne  a_r_aim|Ji«ïient  psf  aj^3^)  : 

xyz  ...  (m) 

c'est  la  valeur  d'une  annuité  cessant  de  fonctionner  au  dernier 
décès. 

On  a  enfin  d'une  façon  évidente  : 


07...  (m) 


I^Bm  —  Soit  a    [r|    la  valeur  d'une  annuité  qui  doit  être  payée 

à  k  fin  de  chaque  «miée  de  la  période  poodaBl  kqneye  punn  les 
m  tètes  (x)»  (y)      il  y  en  a  exactement  r  en  vie  (autrement  dit 

à  la  fin  de  chacune  des  années  comprises  entre  le  m  —  r*^  et 
le  m  —  r-h  i^™*  décès  du  groupe).  On  peut  exprimer  cette  annuité 

comme  diflérence  oitre  Tannoité  a  r~r  ptyiilite  tant  que  r--  i 

«y— ("0 

au  moins  des  m  têtes  survivent  et  l'annuité  g    r     payable  an  oon- 

*y (») 

traire  tant  que  r  au  moins  des  m  têtes  survivent  : 
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On  peut  aimd  se  servir  de  la  iriatkm  r 

«y ...  {m}      u--  j       ay ...  («} 


Nous  avons  vu  (pages  162  et  suivantes)  que  Tea  a  : 
^...(«•) 

On  peut  donc  répéter  pour  a    [r]    ce  que  nous  avons  déjà  ro- 

^  ...  (m) 

marqué  pour  a    r     :  sa  valeur  s'exprime  par  une  somme  ds 

...  (m) 

valeurs  d'annuités  de  la  forme  ^  k  prenant  toutes  les  valeuis 
entières  de  Tinterpi^  (r,  m). 

:^9.  —  Représentons  enfin  par  A    r     la  valeur  de  l'assurance 

X7...  (m) 

du  capital  i  payable  à  la  fin  de  l'année  où,  par  suite  da  m,  

décès  du  groupe  (x,  y  ...  m),  il  n'y  a  plus  que  r  survivants,  (hi 
voit  de  suite  que  l'on  a  : 

(76)    A      r       =  I  —  (i(i  -f-g      r      )  =  I  —  da      r  , 


£n  effet,  le  capital  qui  rapporte  1  à  la  fin  de  chaque  année  —  ou, 

ce  qui  revient  au  même»  iHhl     début  de  chaque  année  a 

pour  valeur  i  ;         a    r     sera  donc  la  valeur  d'une  anmùlé 

ay ...  (m) 

anticipée  temporaire  de  montant  Y^i'  Payable  tant  que  r  au 
moins  des  m  personnes  vivent  et 

1 

I  ,  a  r»! 


xy ...  (m) 


m 

sera  la  valeur  d'un,  capital  rapportant         au  début  de  chaque 
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année,  et  indéfiniment,  mais  à  parlir  seulement  de  Tannée  où  on 
cesse  de  payer  l'annoité 


I  -h  i 


a 


xy  ...  (m) 


ou^  en  d'autres  termes,  à  la  fin  de  Tannée  du  m  —  r*™*  décès.  Ce 
capital  étant  prédsémait  le  capital  i  qu'on  paye  à  la  fin  de 
Tannée  du  m  —  H"^®  décès,  la  formule  (76)  se  trouve  établie. 

Le  raisonnement  précédent  est  tout  à  fait  général  :  on  pourrait 
l'étendre  sans  aucun  changement  aux  assurances  de  capitaux 
payables  au  premier  décès  ainsi  qu'aux  assurances  de  personnes 
isolées  et,  d'une  façon  générale,  aux  assurances  dont  le  payement 
est  subordonné  à  une  éventualité  quelconque.  Il  montre  le  rapport 
étroit  qu'il  y  a  entre  les  annuités  et  les  assurances  en  cas  de  mort, 
rtf^rt  déjà  mis  en  évidence  au  point  de  vue  purement  algébrique. 

30.  —  Soit  m  =  2  :  c'est  le  cas  de  deux  têtes  {x),  (y).  L'équa- 
tion (74)  donne  : 

(77)  =  ««         <V  —  «ay 

et  l'équation  (76)  : 


(78) 


A^  =  I  —  dai^=  I  —  da^  +  I t^-. 


—  (i  —  da-^)  =  A, A  —  A 

V  xyi  X    '      y  xy 

On  aurait  pu  établir  cette  équation  directement  en  remarquant 
que  la  probabilité  pour  que  [x)  et  (y)  soient  morts  tous  les  deux 
avant  la  fin  de  la  H*"»  année  est  la  somme  de  la  probabilité  pour 
que  tous  deux  soient  morts  an  cours  de  la  /i^me  année  et  de  la 
probabilité  pour  que  l'un  d'eux  soit  mort  au  cours  delà  année 
et  Tautre  avant  le  commencement  de  cette  n^me  année  ;  cette  somme 
est  : 

elle  se  ramène  aisément  à 
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En  introduisant  le  fiicteor  d'escompte  et  m  effectuant  la 
sommation  par  rapport  à  n,  on  déduit  de  là  : 

Rat  RsZ  «Kl 

d'où  Ton  tire  Téquation  (78). 

Nous  aurions  pu  éonre  inunédiatement  les  équations  (77)  et  (78) 
en  nous  servant  d^une  remarque  bien  simple  :  Ox  +  est  la  valeur 
d'une  annuité  de  montant  2  tant  que  {x)  et  (y)  sont  tous  les  deux 
en  vie  et  de  montant  i  pendant  la  période  de  survie  de  (x)  seul 
ou  de  (7)  seul.  En  retranchant  Osy*  le  montant  de  l'annuité  se  réduit 
à  I  et  elle  cesse  de  fonctionner  au  premier  décès  :  on  a  donc  dans 
l'ensemble  une  annuité  fonctionnant  jusqu'à  la  mort  de  Tun  des 
deux  individus  (x)  et  {y). 

D'une  façon  analogue,  A«  +  Ay  est  la  valeur  d'une  assurance 
de  montant  a  payable  par  moitiés  au  premier  et  au  secoiid  décès. 
En  retranchant  la  valeur  A^^  d'une  assurance  de  montant  i  payable 
au  premier  décès,  il  reste  seulement  une  assurance  de  montant  i 
payable  au  second  décès. 

dt*  —  Soit  m  =s  3  :  c'est  le  cas  de  trois  tètes  {x)  {y)  (z). 
On  a  : 

(79)  ==  Ojïy  -h  %g  -+-  — 

xyz 

{80)        a_=a«4-ûy-i-as  —  {fhg  H-      -H  On»)  ^ 

xyz 

(81)       A_a_  =      -+-      4-  A«  —  aA^ 

xjz 

(Sa)       A__  =  A,-+-Ay-+-A,  — (A^-4-A«+Ay,)-4-A^ 

xyz 

—  D'une  façon  tout-à-fait  générale,  imaginons  une  rente 
de  montant  variable»  définie  par 

(83)  AZj     ^Zj ...  -i-  «Z«^j  4-  tZ„, 


oà  Z,  r^>iéseiile  la  somiiie  des  annuités  sur  r  têtes  qu'on 
obtient  en  combinant  les  m  têtes  rà  r. 

Le  premier  terme  de  (83)  définit  une  annuité  de  montant 

mh  lorsque  tous  les  individus  sont  en  vie  ; 

(m      i)^  lorsque  tous  les  individus  sauf  un  sont  en  vie  ; 
et  ainsi  de  suite. 

Le  second  terme  de  (83)  ^finit  une  amnnté  de  montant 
(      lorsque  tous  les  individus  sont  en  vie  ; 

lorsque  tous  les  individus  sauf  un  sont  en  vie  : 
et  ain»  de  suite. 

Le  m*»e  terme  de  (83)  définit  une  annuité  de  montant  /  payable 
tant  que  tous  les  individus  du  groupe  sont  en  vie. 

Par  suite  : 


^  -h  ...  + 


0' 


est  iciiKMitanttotd  de  raifflmilé  considérée  pen^  période  oè 
tous  les  membres  du  groupe  sont  en  vie  ; 

(«^)("'7>-^('"7'>-('"r'>---c-;> 

le  montant  total  de  l'annuité  considérée  pendant  la  période  où  tons 
les  individus  sauf  un  sont  en  vie  ;  et  ainsi  de  suite. 

Egalons  l'expression  (84)  à  Gi,  l'expression  (85)  à  G,,  .... 
l'expression  (86) 

(86) 

à  :  le  système  de  m  équations  ainsi  défini  permet  d'obtenir  les 
valeurs  de  h,  k,  l ...  s,  qui,  adjointes  aux  valeurs  Z,  fourniront  la 
valeur  d'mie  aminité  de  montant  G,  pédant  la  période  où  les  m 
individus  sont  tous  en  vie,  de  montant  pendant  la  période  où 
m  —  I  des  m  individus  sont  en  vie,  et  ainsi  de  suite 


=  ...  =  G-  =  o 


On  voit  immédiatement  qu'à 

Gj=G,=  ...  =  G«c= 
correspond  a    r    ;  à 

Gj  =  Gj  =s=  ...  =  Gr-i  =  Or+i 

G,=  i 

conespend  a  m  * 

ay ...(») 


V.  —  Rentes  et  capitaux  de  survie. 
33.  —  Soit  un  groupe  {x,  y). 

On  peut  imaginer  une  annuité  payable  à  partir  da  décès  de  (a?) 
jusqu'au  décès  de  (y)  :  nous  la  représenterons  par  a^j^. 
On  a  évidemment 


ns=i 


et  de  même 
(88)  \na,\y 


2  V"  nPy  (l  —  nPx)  =  |i|Û»  —  Uhy 


n=i 


représente  la  valeur  d  une  rente  payable  à  (j)  à  partir  du  décès 
de  (x),  mais  jusqu'à  l'âge  y  -h  /i  seulement  et 

(89)  „|axly  =  Oxltf          \nax\y  =  J^y  «l^Jtf 

représente  la  valeur  d'une  rente  payable  à  (y),  après  le  décès 
de  {x)f  mais  à  partir  de  l'âge  y  -h  fi  seakment. 

On  peut  aussi  remplacer  a^^y  par  «e  anniiité  diffikée  en  temi** 

poraire  conçue  dans  un  autre  sens,  l'annuité  ne  devant  pas  être 
payée  si  le  décès  de  (x)  se  produit  avant  n  années,  ou  s'il  ne  se 
produit  pas  avant  n  années. 
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Dans  le  premier  cas,  an  a  une  rente  différée  de 

n  années  et  subordonnée  à  lexistence  de  (x)  et  de  (v)  pendant 
n  années  encore  :  la  valeur  cherchée  est  donc  : 

(90)  V»      a,+„,,^„  ==  -  a,+„:^„) 

Dans  le  second  cas  on  doit,  pour  obtenir  la  valeur  cherchée, 
déduire  de  a,,,  la  valeur  d'une  annuité  payahle  à  (y),  mais  seu- 
lement à  partir  de  l'âge  y n,  ei  k  condition  que  (x)  meure  à  un 
âge  supérieur  kx^-n.On  obtient  donc 

34.  —  L'expression 
pouvant  s'écrire 


on  obtient  de  suite  la  valeur  de  la  rente  continue  à  servir  à  (y) 
jusqu'au  moment  de  son  décès,  à  partir  du  moment  du  décès 
de  (a?)  :  il  suffit  de  faire  varier  t  d'une  façon  continue  et  d'intégrer 
par  rapport  à    ce  qui  donne  : 

Nous  désignerons  cette  quantité  par  âj^. 

35.  —  Les  expressions  de  l'annuité  0,,^  fractionnée  et  de  l'an- 
nuité complète  sont  évidemment  : 

(94) 
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Si  Ton  pose  (4o) 

(m)  m,  —  I     m*  —  I      r  \ 

««y  — "ay^    am         lam^  ^       *v  ^^^^ 
l'expression  (gS)  devient 

(95) 

et^  à  la  limite  pour  m  =  00  , 

(96)  âa^lj.  =  «a;  —  Hï 

expression  dans  laquelle  ^/x.  est  pratiquement  négligeable. 

Si  Ton  pose  de  même  (44) 

l'expression  (94)  devient  : 

(97)  Uy It')  ^""y  "  ""^^ 

où  a^l^  désigne  la  valeur  d'une  annuité  complète  en  faveur  de  (y), 
le  premier  payement  ayant  lieu  un  an  exactement  après  le  décès 
de  (x), 

30.  —  Sent  maintenant  le  groupe  {x,  y,  z). 

On  peut  supposer  que  la  rente  soit  payable  depuis  le  décès 

de  (x)  jusqu'au  premier  décès  du  groupe  (y,  z)  ou  jusqu'au  second 
décès  du  même  groupe  —  ou  bien  qu'elle  soit  payable  depuis  le 
premier  décès  du  groupe  {acy)  jusqu'au  décès  de  (z). 


m 
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—  a 

Si  on  représente  les  annuités  ainsi  définies  respectiv«iiieiit  pir  : 

"«Ir?»      û^IJi»      «oTiz»  ^, 
on  a  les  relations 


(9«) 


déduites  de  (87)  en  y  remplaçant^  par  ou  ou  bien  en  y 
remplaçant  x  par  xy  ou  xy. 

On  peut  étendre  immédiatement  ces  formules  à  un  nombre 
quelconque  de  têtes  et  à  n'importe  quel  état  des  groupes  considérés. 
On  voit  en  e£fet  de  suite  que  l'on  a,  par  exemple  : 

^xyz\abc  ~  ^abe  ^obexyz 

^xyz\^  =  «56^  —  ^ÔBh'.l^z  =  ^iib^z  — 

37.  —  Les  relations 

XQO 
W«  — t+i)d<  = 

=  fly      a,  —  (a^  -h  ay^  -f-  a«)  -h 

et  les  autres  relations  analogues  sont  de  même  des  généraKsations 
évidentes  de  la  formule  (92)  auxqueUes  on  est  conduit  en  consi- 
dérant les  probabiKtés  relatives  aux  divers  états  possibles  du 
groupe. 


38.  —  Soit  la  valeur  de  lassurance  d'un  capital  1  payable 
à  la  fin  de  l'année  du  décès  de  (x),  si  (x)  meurt  avant  (y). 
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Si  on  représente  par  la  probabilité  pour  que  (x)  meure 

au  cours  de  la  année  et  qae  (y)  survive  à  (x)»  on  a  évi- 
demment : 

(99)  ^ir  =  2<-il9Î7 

•SBSI 

et  à  caosedflB  Tdàum  (17)  et  (18}  du  CSiap*  I  : 

'^;,=2;''i(-''--'-'-tîf-'fef)- 


(100) 


Mais  on  a  aussi,  en  exprimant  les  probabilités  ^^a/  figurent 
dans  (99)  au  moyen  de  4  et  de  ^  : 

Supposons  que  k  varie  linéairement  dans  l'intervalle  d'une 
année  et  supposons  par  suite  que  l'on  ait  : 


On  aura  alors 


^-i^sy  Ç  Ç— 


(ICI) 


Ll 


xy 


en  se  servant  des  notations  XI  et  XII  du  S  III  du  Chap.  I. 
39.  —  On  a,  à  cause  de  la  relation  (100)  : 

— a  \  Py-l  Px-lJ 

.1    I /a  -I-  "j— 
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et  par  suite  : 

(loa)  Aiy  =  A^  =  A^. 

La  somme  d'mie  assurance  payable  au  décès  de  (x)  en  cas  de 

survie  de  (y)  et  d'une  assurance  payable  au  décès  de  (y)  en  cas  de 
survie  de  (x)  est  en  effet  simplement  une  assurance  en  faveur  du 
groupe  (xy)  payable  au  premier  décès. 
De  même  la  valeur      d'un  capital  payable  à  la  fin  de  Tannée 

du  décès  de  (x),  si  (j)  est  déjà  mort  à  ce  moment,  est  définie  par 
la  relation  : 

Aiy-hA^  =  A, 

car  la  somme  A^  ^ly  constitue  une  assurance  dont  le  montant 
doit  être  payé  dans  tous  les  cas  à  la  fin  de  l'année  du  décès  de  {x). 

Il  est  évid^t^  diaprés  les  relations  (loa)  et  (loS)  et  d'après  l'iné- 
galité A^  >      que  Ton  doit  avoir  : 

A^  —  A^  >  o. 

Dans  le  cas  où  i  =  o  V  =  I,  on  a  : 

étant  la  quantité  définie  par  la  relation  (i8)  du  Ghap.  I. 

40»  —  Dans  le  cas  de  trois  têtes  {x,  y,  z),  on  a,  à  cause  de  la 
relation  (19)  (Ghap.  I)  : 


(.04)   -3(V-p^_,_.  -^Tirrl 


iU^UftANGES  SUR  hk  Ylfi. 


m 


De  même  les  rdatïons  (21)  à  (aô)  de  la  prière  partiedomient 

en  remplaçant  dans  les  diverses  sommations  n-i  1 9  par  uj_i  |  ^  : 


I 

A^   =  A^    -f-    \^  2  A.ggyjl 


(105)  ^  A^^  =  Ax  —  A^^  —  A^_j.  -\-  ^xyz 

a'— — A'  I 

^x:jz  —  ^xyz  ^xyz 

«AÎ^^-^-A^ 

an'a         «yr  '  ayz 

I  X 

A  désignant  la  valeur  actuelle  du  capital  à  payer  en  cas  de  mort 
dans  les  diverses  hypothèses  définies  par  les  quantités  Q  corres- 
pondantes. 

4 1 .  —  La  probabilité  pour  que  (x)  et  (y)  soiait  «1  m  à  l'époque 
t  et  que  (x)  meure  à  une  époque  de  l'intervalle  (t,  t  -h  dl)  étant 

-  =  -      Vf*  (s  ^'+») 

la  valeur  actadle  d'un  capital  i  payable  au  moment  du  décès  de 
{x)  si  (x)  meurt  avant  (y)  sera  : 

(106)  —  w*  ^'  = â;^ 

Mais  on  a  : 


/oo 


o 

00 


m 


(107)  Âi,==~'îik^ 
et  si  on  tient  compte  des  relations 

dL  I 


la  formule  (107)  devient  ; 

008)  1^=,,^-^ 

4%.  Remarquons  que  si  l'on  suppose  : 
dans  la  formule  de  Newton 

/(«)  =/w + ^^45^  A/(x.)  + ... 


on  a  : 


d'où  en  faisant  tendre  x  vers 

ou  bien,  si  A  est  égal  à  i 

/W==il/(^  +  i)-/(a:-i)| 


■  ■  • 

D'après  cda,  û  on  suppose  que  a^^  est  une  fonction  du  second 
degré  en     on  a  : 

I 


(109)  =  ji^      -f-  i  ((te-x:/  — 

4d.  —  Admettons  l'hypothèse  de  Makeham,  qui  s'exprime  par 
la  relation 

liyss  A  +  Be* 

La  probabilité  tp^  pour  que  {x)  et  (y)  soient  en  vie  à  l'époque 
<  et  la  probabilité  ^«  pour  que  (x)  soit  en  vie  à  la  même  époque 
sont  respectivement  : 

^—  a  Al  -  j—  (C  +  e»)  (c*  —  I  )         *  log  *  +  (c  +  ,y)  log  G 

avec  : 

—  A  ==  log  ».  —       =  log  flr,    -  '  =  G 

On  en  dédnît  : 

log      =     log  s  -f-  (c*  -i-  cv)  log  G 
log  iPt  =  <  log  «  4-  c*  log  G 

log      —  Mog  g  I  .  \ 

log      —  aHog  S      14-  cv-* 

H  tPx  =  r^r^    ^P*!/  -  <  log  « 

(1 10)  b,/>x  =  ,  î>,/>^  —  — log  t.  ,p,y 
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Dans  l'expression 
remplaçons  r/)yc/r/),  par  sa  valeur  tirée  de  (iio).  On  a  alors  : 

- 1    cf-'  ^'î'    I    cf-'     *  • 

44.  —  Si  on  admet  au  contraire  lltypothèse  de  Gompertz 
on  voit  de  suite  que  Ton  a  : 

45.  —  On  peut  étendre  immédiatement  les  formules  (io5)  et 
(io8)  au  cas  de  m  têtes  {x,  y, ...  (m)  :  il  suffit  en  effet,  en  ce  qui 
concerne  la  relation  ( 1 1 1  )  de  remplacer  les  (m  —  i)  tètes  (y,  ...  m) 
par  une  tète  unique  (a)  en  posant  : 

-4-  c*  -h  ...  =  K« 

On  a  alors  : 

log      =  (m  —  i)  i  log  «  -h  K«  log  G 
et  Ton  obtient  : 

^xjr...  (m)  —  ...  ("«) 

(  Ï^W^X  ^'«'''^ ...(«) 
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Il  suffit  de  même  de  remplacer     par  si  on  part  de 

la  formule  (io8)  qui  est  indépendante  de  toute  hypothèse  concer- 
nant la  forme  de  4  (sauf  l'hypothèse  que  cette  fonction  est  déri- 

vable). 

Ainsi  les  diverses  formes  d'assurances  de  survie  peuvent  s'expri- 
mer à  l'aide  de  relations  ne  contenant  que  A^^ ...  (outre 
les  fonctions  biométriques  fondamentales pt,,  ...).  Gesdemîèra 
quantités  et  les  autres  quantités  analogues  peuvent  toujours  s'ex- 
primer  en  fonction  d'annuités  cessant  de  fonctionner  au  premier 
décès  axy^  ar,,  ....  ou  de  capitaux  payables  en  cas  de  mort 
Ary  Axy  de  sorte  que  les  quantités  que  l'on  doit  ocmsiééier 
comme  essentielles  sont  endéEnitive                  Ary  Â^..., 

^xy  ^xy 


Baoggi 
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TROISIÈME  PARTIl 


TBCfMfgQW  1MBS>  AaSPBàiWC.BB  SI»  JLA  Vift 


CHAPITRE  PREMIER 

Miia£&  EX  BÉSiit¥lS» 

I.  —  Notion  de  prime.  Primes  pures  et  prime»  ihi  tarif 

fv  —  Une  prime  pure  est  la  somme  que  l'assuré  serait  tenu  de 
verser  dans  l'hypothèse  où  ce  versement  servirait  seulement  à  fàke 
lace  aux  engagements  pris  à  son  ég^ard  par  Fassureur,  en  aibnet- 
tant  que  les  lois  de  mortalité  et  de  capitalisation  adoptées  soient 
absolument  conformes  à  la  réalité.  La  détermination  des  primes 
pures  se  ramène  dans  tous  les  cas  à  la  résolution  de  problèmes 
traités  au  chapitre  précédent.  Il  s  agit  en  effet  gimplAfyMffl^  de  dé- 
terminer dans  chacpie  cas  le  montant  d*une  somme  eu  d'un  sys- 
tème de  sommes  dont  la  valeur  probable  soit  égale  à  la  valeur 
probable  des  engagements  de  l'assureur  à  l'égard  de  l'assuré. 

—  Nous  appell^ons  prime  du  tarif  on  industrielle  ou  prime 
4)hargéeleL  prime  payée  efiectivementpar  Tassor^,  chargement  Isl 
différence  entre  cette  prime  et  la  prime  pure  définie  précé- 
demment. Nous  appellerons /onc/s  purs  ou  industriels  les  capitaux 
constitués  par  l'accumulation  des  primes  portant  les  mêmes 
noms. 
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L'introduction  des  chargements  se  justifie  par  plusieurs  raisons  : 
les  frais  que  doit  subir  Tassureur  (frais  généraux  de  gestion  pour 
chaque  exercice;  dépenses  inhérentes  aux  divers  contrats  ;  com- 
missions aux^agents»  etc.),  les  écarts  possibles  défavorables  à  l'as- 
sureur qu'il  est  bon  de  couvrir  en  constituant  un  fonds  spécial  de 
garantie  —  enfin,  le  caractère  d'entreprise  capitaliste  de  l'assu- 
rance, dont  la  fondation  a  en  général  pour  but  de  donner  des  béné- 
lices  à  l'assureur. 

3.  —  Nous  nous  proposons  de  voir  entre  quelles  limites  peut 
s  exercer  le  choix  de  l'assureur,  dans  la  détermination  des  charge- 
ments (outre  les  limites  fixées  par  la  concurrence  que  se  font  mu- 
tuellement les  diverses  entreprises  d'assurances). 

La  limite  inférieure  ne  dépend  que  des  frais  que  subit  ^ective- 
ment  l'assureur.  Quant  à  une  limite  supérieure,  M.  Bohlmann  (') 
introduit,  pour  la  déterminer,  la  notion  de  prime  maximum. 

Examinons  séparément  les  divers  cas  possibles  pour  une  opéra- 
lion  donnée  et  calculons  la  valeur  de  la  prime  nette  correspondant 
a  chacun  de  ces  cas  en  supposant  qu'il  se  produise  exclusivement  : 
la  plus  grande  de  ces  valeurs  est  la  prime  maximum.  Elle  corres- 
])ond  au  cas  où  l'opération  d'assurance  serait  moins  avantageuse 
qu'une  opération  de  simple  épargne  et  elle  dépend  des  probabilités . 
de  survie  et  de  décès. 

Par  exemple  dans  le  cas  d'une  rente  viagère  unitaire  contractée 
a  l'âge  X,  elle  est  évidemment  égale  à 

I  -4-  «  -h  ...  -h         =  (w  =  Âge  extrême). 

Dans  le  cas  d'une  assurance  unitaire  en  cas  de  mort,  elle  est  égale 
à  I. 

4.  —  M.  Mounier,  reprenant  la  théorie  de  l'espérance  morale 
(*)  BoHuiinn.  —  Entyelop,,  891. 
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de  Bernoulli  (*),  détermine  la  valeur  morale  tpie  ptéwnte^me  assu- 
rance pour  l'assuré  et  prend  comme  chargement  maximum  celui 
qui  rend  cette  valeur  nulle.  Cette  valeur  est,  en  première  approxi- 
mation, directement  proportionnelle  au  risque  moyen  de  l'opéra- 
tion (*)  et  inversement  proportionnelle  à  la  fortune  de  l'assuré. 
M.  Bohlmann  fait  remarquer  qu'il  ne  résulte  pas  de  là  qu'il  soit 
juste  de  prendre  d'autant  plus  d'argent  à  quelqu'un  qu'il  est  moins 
riche  (*),  mais  qu'il  en  résulte  au  contraire  que  le  principe  géné- 
ralement admis  d'après  lequel  la  prime  doit  être  indépendante  de 
la  fortune  de  l'assuré  paraît  très  raisonnable  même  au  point  de 
vue  de  la  théorie  de  Bernoulli  puisque,  suivant  cette  théorie,  Tas- 

(1)  Soit  k  une  constante  et  x  la  fortune  d'une  personne  &  une  épo<iue  donnt'ç, 
BemouUi  appelle  la  quantité 

(I)  «fy  =  *  « 

la  valeur  morale  d'un  accroisMment  dx  de  x  pour  cette  penoniM. 
De  réquation  (i)  il  résulte  que  Texpresnon  : 

(î)  fc!log6  — loga)   

représente  la  valeur  morale  d'une  variation  finie  6  —  a  de  la  fortune  de  cette 
personne  supposée  égale  à  a  au  début.  Aux  valeurs  6  =  a,  6  =  a'',  ...  6  «  o« 
correspondent  par  suite  les  valeurs  morales  0,  loga,  aloga  ...  A  des  tCCfOiise- 
menls  de  la  fortune  variant  en  progression  géométrique  correspoiident  donc 
des  accroissements  de  FntlUté  ou  de  la  valeur  morale  de  la  fortune  qui  varient 
en  progression  arithmétique,  principe  qu'on  admet  quelquefois,  d'une  façon 
plus  générale  pour  l'intimsité  de  la  sensation  (loi  du  logarithme  ou  loi  de 
Fechner). 

L'hypothèse  d'après  laquelle  l'utilité  y  =  fix)  d'une  richesse  x  est  une  fonc- 
tion décroissante  de  x  est  d'une  importance  fondamentale  dans  les  études  éco- 
nomiques et  il  paraît  bien  difficile  de  ne  pas  l'admettre  ;  mais  il  n'y  a  peut-être 
aucune  raison,  en  dehors  de  la  raison  de  simplicité,  pour  choisir  la  fonction 
définie  par  (i)  parmi  les  différentes  formes  possibles  de  la  fonction/,  en  nom- 
bre théoriquement  infini. 

(2)  Voir  Ghap.  IV, 

(3)  C'est  ce  qui  arriverait  si  pour  les  assonncea  de  montant  firiUe  la  prime 
était  relativement  plus  grande  que  pour  les  assoranoes  de  montant  fort. 

n  n'en  est  rien  et  c'est  ce  qui  permet  de  considérer  seulement  les  primes  de 
L'assuranoe  nnittire,  car  les  primes  et  les  sommes  aaturéei  varient  piopoirtioB- 
nellemait. 
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surance  a  d'autant  plus  de  valeur  pour  l'assuré  quil  possède 
mmns 

II.  —  Pjâmfis  juiîques  et 

oomtretftssiiraiiod. 

5.  —  ISoit  H  la  valeur  probable,  rapportée  au  dëbut  de  l'opéra- 
tion, des  engagements  pris  par  l'assureur  à  l'égard  d'un  assuré 
uni(jue  (x)  ou  d'un  groupe  d'assurés  (se,  y,  z...),  pour  une  opéra- 
tion déterminée.  Désijg;nons  par 

A'  =  A(i-+-a) 

la  somme  qne  fleyraSeiil  yerser  (a?)  ou  (x,  y,  -z...)  m  memmi  lu 
contrat  pour  être  libérés  de  toat  versement  ultérieur  [prime  nnîqae 
de  l'opération  considérée.  La  prime  unique  pure  correspond  à 
a  =  o). 

On  peut  supposer  au  contraire  (jue  (x)  ou  [x,  y,  z...)  s'engagent 
à  faine  une  suite  ^  versements  de  montant  déterminé  à  des 
échéances  déterminées  (primes  périodiques).  D'après  ce  qui  pré- 
cède, la  valeur  probable  de  Fensemble  de  ces  versements,  rap- 
portée au  début  de  l'opération,  doit  être  égale  à  A  ou  à  A'  suivant 
^ief  fâmii  fiàobdiqiifi»  considécées  moi, dm  fûmes  pures  on 
des  -piimes  dhai^gées. 

Dans  la  pratique  le  payement  de  la  prime  a  lieu  au  début  de 
chaque  année  à  parjtir  du  moyment  du  contrat  {primes  annuelksi) 
jus^'à  ceçpe(a^)'Ou(x,  j,  z...}  «ieat  atteint  un  certain  étal,  m 
bien  pendant  n  années  an  plus  à  partir  du  àëmt  de  Topération 
jusqu'à  ce  qu'ils  aient  atteint  un  certain  état,  .ou  enfin  jusqu'à 
l'échéance  de  l'opération. 

Soient      et  P'«i  la  prime  pure  et  la  piinte  du  tarif  qu'il  faut 

(^)  Swnauani,  foc.  p.  890-891  ;  Moumn  (An^uf  voor  -de  VerterinfS^ 
wetenschap,  l,  1894). 
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payer  après  m  années  à  partir  du  début  de  l'opération,  en  suppo- 
sant qu'à  ce  moment  (oc)  ou  bien  (x,  y,  z...)  se  trouvent  dans  un 
certain  état,  de  probabilité  pm.  On  doit  avoir,  d'après  ce  qui  pré- 
cède : 


m  =  ii— I 


jn=o 


(0  2  V^Pm^^' 

Si  Ton  pose 

(a)  2 

«=0 

et  si  Ton  suppose  P«  =  P«+i  =  P«+.  =  P,  la  relation  précédente 
donne  : 

(3)  I'  =  ^- 

C'est  le  montant  de  la  prime  annuelle  constante  qu'il  faut  payer 
pour  une  assurance  de  valeur  A,  le  mode  de  payement  des  primes, 
étant  défini  par  a. 

Dans  le  cas  où  les  primes  varient  linéairement,  on  a  encore  une 
relation  de  la  forme  (3).  Supposons 

P^  =  P(iihmP), 
L'équation  (i)  donne  alors  : 

A  A 


P  = 


mss» — 1  m  =  n  —  i  % 


m=o  m=z  I 

OU  en  posant  : 

2  v'"p„±P  2 

m=n  m=i 

A  |3  =  O  correspond  le  cas  de  l'équation  (3)  et  des  primes  cons- 
tantes. 
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6.  —  Supposons  maintenant  qu'on  ait  fait  une  convenaon  (dite 
contre^assurance)  en  vertu  de  laqueUe  l'assureur  s'engage  à  rem- 
bourser  les  primes  à  l'assuré  ou  à  ses  héritiers  au  cas  où  l'éventua- 
Uté  à  laquelle  est  subordonné  le  payement  de  Fassurance  ne  se 
produuait  pas. 

Nous  nous  proposons  de  chercher  hi  valeur  it  de  la  prime  de 
contre-assurance  superposée  à  l'ancienne  prime. 

Soit  P  la  prime  pure  de  l'assurance  sans  contre-assurance,  P» 
la  pnme  pure  correspondant  à  la  contre-assurance  seule  (assurance 
à  capital  constant  égal  à  i,  dans  le  cas  des  primes  uniques,  et  à 
capital  croissant  en  progression  arithmétique  depuis  i  jusqu'à  n, 
81  n  exprune  la  durée  temporaire  des  primes),  a  le  chargement 
correspimdant  à  une  prime  unité.  On  doit  avoir  : 

P-hP,ic(i  +a)  =  ,c 
«i  l'ancienne  prime  est  une  prime  chargée  et 

si  c'est  une  prime  pure. 

Dans  la  pratique  U  s'agit  de  rembourser  les  primes  réellement 
versées  par  l'assuré  :  c'est  donc  l'équation  (4)  qu'il  faut  employer. 

(i  H-  a)Pjir  est  la  prime  de  contre-assurance  cherchée. 

1.  —  Nous  donnerons  un  seul  exemple,  celui  de  Yassurance 
maie.  Soit  un  groupe  {x,  y).  On  suppose  que  l'assureur  soit  tenu 
de  payer  la  somme  i  au  bout  de  n  années,  si  (a?)  atteint  l'âge 
a:  H-  /i  ;  le  groupe  {x,  y)  doit  payer  une  prime  annueUe  constante 
au  début  de  chaque  année,  jusqu'à  ce  que  [x)  ait  atteint  l'âge 
a  -4-  n  —  I  ou,  au  plus  tard,  jusqu'au  décès  de  l'un  des  membres 
du  groupe.  On  stipule  en  outre  que  toutes  les  primes  payées  de- 
vront être  rendues  au  cas  où  {x)  mourrait  avant  d'avoir  atteint 
l'âge  X  -H  n. 


PRIMES  ET  RÉSERVES 

On  a,  dans  le  sens  défini  au  nr  5  : 

(a*  partie,  chap.  II,  formules  (1-4-9-18)) 
(5)        P  =  UP^  =  é=_  ^îJ-__ 


Pour  calculer  P„  remarquons  que  si  (a?)  meurt  au  cours  de  la 
année  d^assurance  (à  un  âge  de  lintervaUe x-^t^i  x  ^  t) 
l'assureur  doit  rembourser  i,  2,.../  primes  suivant  que  (y)  âatteînt 
les  âges  jr  H-       H-  a,  ...^  ^  I  _  ,  :  à  ces  diverses  éventualités 
correspondent  les  probabilités 

I»  iPy,  fPif  ...»  t^iPy. 

Le  produit 

(l  H-  iPy  4-  sp„  4-  ...  4-  ,_4py) 

représente  la  valeur  probable  du  payement  de  l'assureur  à  la  fin  de 
la  /'  année,  en  supposant  que  la  prime  totale  annudle  soit  égale  à 
l'unité. 

En  introduisant  le  facteur  d'escompte  v*  et  en  sommant  par  rap- 
port à  (,  nous  dbtœons 

2  iPv  •+■  -  t-lPy)] 

comme  expression  de  la  prime  nette  unique  de  contre-assurance. 
Il  lui  correspond  la  prime  annuelle  : 

2  ^'  iPy  +  iPy      ...  t-iPy). 
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On  a  par  suite,  en  se  servant  de  l'équation  (4)  : 

 hj  Dx  +  n  


Nx — i:y — I  —  Nx-^n — l-J-h** — i 


—  5î±ÎL_  


Posons  en  première  approxisiAtioa  : 

La  quantité  2  du  dénominateur  devient 
et  l'expression  (6)  devient  elle-même 

(6')  ^   , . —  5î±- 


C'est  «ne  solution  (par  excès)  du  problème  proposé  d'autant 
moins  exacte  que  net  y  sont  plus  grands.  On  l'obtient  en  suppo- 
sant que  (y)  ne  puisse  pas  mourir  avant  (x). 

Si  au  lieu  de  poser  a  =  |«a^,  nous  avions  posé 

nous  aurions  obtenu  au  lieu  de  l'expression  (6)  : 

expression  correspondant  à  l'hypothèse,  bien  plus  simple  que  la 
précédente,  cà  le  payement  des  primes  dépendcait  seulement  de  la 
survie  de  (x).  La  prime  annuelle  pure  d  une  pareille  opération,  sans 
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oosAi^a— assiiraocef  sorait 


+» 


—  Nx-f-n— 1 


XZZ*  — >  Déiinition  des  réserves.  —  Réserves  négatives. 

8.  —  Toutes  les  fois  que  l'équation  (3)  est  vérifiée^  on  a  : 

A  — P*=  o. 

Supposons  mainienant  qu'il  se  soit  écoulé  m  années  depns  le 
4e  l'opéra^on  et  soient  km  et  Fa»  Ses  Taleurs  probablei  te 

eng^gemei^s  de  Tassureur  et  de  l'assuré  (ou  dta  groupe  assQP^ 

pour  la  période  de  vigueur  de  l'opération  qui  reste  encore  à  s'écou- 
ler. L'égalité  : 

(«)  A^-Pa«  =  V,„ 

définit  le  montant      de  la  réserve  au  moment  considéré. 
Soit  Pa  =s  o.  L'équation  (8)  devient  : 

(9)  =  A^. 

La  réserve  coibicîdie  donc  avec  la  valeur  pr6bal>le  actuelle  des 

engagements  de  fassurenr  toutes  les  fois  que  f assuré  n'a  plus 
aucune  prime  à  verser  après  la  période  (o,  m)  de  vigueur  de  Topé- 
ration.  Dans  le  cas  d'une  prime  unique,  ceci  se  produit  quel  que 
soit  m  (en  supposant  leTersement  initial  effectué). 

9.  —  On  a  nécessairement  A„  =  >  o.  Dans  le  cas  des 
primes  périodiques  il  peut  arriver,  au  contraire,  que  l'on  ait 

(80  V,„  <  o. 

Ym  représente  alors  une  créance  de  Tassureur  envm  l'assmé  à 

(*)  Pour  de  plus  amples  détails  sur  les  problèmes  de  contre-assurance  (détails 
sans  grande  importance  d'ailleurs)  voir  Text-Book,  chap.  XVI.  Laudré,  loc,  cit. 
§§  171  à  17S. 
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la  fin  de  la  m*  année  :  c'est  la  perte  que  subirait  l'assureur  si  l'as- 
suré faisait  abandon  de  l'assurance  à  ce  moment,  avant  d'avoir 
payé  de  nouvelles  primes.  La  possibilité  d'une  pareille  perte  con- 
duit à  exclure  de  Fassurance  les  formes  ou  les  âges  pouvant  donner 
lieu  à  l'inégalité  (8*)  pour  certaines  valeurs  de  m. 

En  général  les  réserves  négatives  ne  peuvent  pas  se  présenter 
pour  les  formes  d'assurances  d'individus  isolés  les  plus  répandues 
et  pour  les  âges  auxquels  ces  opérations  ont  lieu  le  plus  souvent  : 
en  général,  pour  ces  assurances,  une  prime  constante  est  destinée 
à  couvrir  un  risque  qui  va  en  croissant  avec  l'âge  de  l'individu.  On 
pourrait,  au  contraire,  faire  en  sortfe  que  le  risque  aille  en  décrois- 
sant, ou  bien  en  supposant  que  le  capital  assuré  aille  en  décrois- 
sant (il  suffirait  alors  de  faire  décroître  les  primes  suivant  la  même 
loi),  ou  bien  en  établissant  des  primes  qui  aillent  en  croissant  :  les 
limites  entre  lesquelles  il  est  correct,  au  point  de  vue  technique, 
d'établir  de  pareilles  primes  doivent  être  fixées  dans  chaque  cas 
particuher. 

Dans  le  cas  des  groupes  il  n'est  plus  aussi  simple  de  voir  s'il 
peut  ou  non  y  avoir  des  réserves  négatives. 

Il  peut  y  avoir  une  réserve  négative  par  exemple  dans  le  cas  des 
rentes  et  des  capitaux  de  survie  si  l'âge  du  contractant  est  inférieur 
à  l'âge  des  bénéficiaires.  Soit  par  exemple  une  rente  ou  un  capital 
de  survie  constitué  par  (y)  en  faveur  de  (x)  et  soit  y  •<  ac  :  la  ré- 
serve, positive  au  début,  décroît  graduellement  parce  que  la  dimi- 
nution provenant  du  fait  que  la  probabilité  de  décès  de  [x)  va  en 
croissant  l'emporte  sur  l'augmentation  provenant  du  fait  que  la 
probabilité  de  décès  de  (y)  va  en.  croissant  ;  la  réserve  peut  même 
devenir  négative  :  elle  ne  redevient  alors  positive  que  dans  le  cas 
où  (j)  meurt  avant  (x). 

Plus  généralement  :  si,  au  cours  d'un  certain  exercice,  un  ou 
plusieurs  membres  du  groupe  viennent  à  mourir,  il  peut  en  ré- 
sulter une  discontinuité  dans  la  façon  dont  varie  la  réserve  pendant 
cet  exercice  :  le  risque  de  l'assureur  se  trouve  alors  subitement 
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augmenté  ou  diminué,  car  un  décès  peut  conduire  d'un  certain 
type  d'opération  à  un  nouveau  type  auquel  correspond  une  nou- 
velle réserve  et  auquel  correspondrait  une  prime  difierente,  si 
l'opération  commençait  à  ce  moment. 

Ces  augmentations  et  ces  diminutions  ne  représentent  nullement 
des  profits  ou  des  pertes  réalisés  par  l'assureur  :  elles  se  produisent 
à  mesure  que  l'état  initial  du  groupe  se  modifie  jusqu'au  moment 
où  les  engagements  de  l'assureur  commencent  à  s'accomplir  ou 
cessent  d'avoir  lieu.  Elles  auraient  lieu  même  dans  l'hypothèse 
d'un  groupe  d'opérations  qui  se  clôtureraient  toutes  par  une  éga- 
lité parfaite  entre  les  versements  de  l'assureur  et  les  versements  des 
divers  groupes  assurés. 

La  réserve  du  groupe  devient  négative  à  la  fin  d'un  certain  exer- 
cice lorsque  la  diminution  provenant  des  variations  dans  k  compo- 
sition de  ce  groupe  dépasse  en  valeur  absolue  la  réserve  qa'm 
aurait  eue  si  ces  variations  ne  s'étaient  pas  produites  :  dans  ce 
dernier  cas  les  primes  versées  par  les  assurés  auraient  suffi  à  cou- 
vrir le  risque  de  l'assureur,  tandis  qu'elles  ne  sufiSsent  pas  dans  le' 
cas  contraire. 

Pratiquement  il  est  prudent  de  compter  pour  zéro,  à  l'inventaii^, 
les  réserves  négatives  :  cela  revient  à  considérer  comme  immédiate 
et  certaine,  au  moment  même  où  l'on  calcule  la  réserve,  la  perte 
qu'aurait  à  subir  l'assureur  au  cas  où  les  assurés  abandonneraient, 
l'opération.  Nous  supposions  toujours  dans  la  suite 

ym>o. 

IV.  —  CSonstitution  des  réserves.  —  Primes  de  risque 

•t  primes  d'épargne. 

iO.  —  Soit  a  =  a,,  A  =  A,  =  1  —  da,.  On  a  alors  : 
(10)  P  =  P.  =  JL«.rf 
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On  a  ^Vx  >>  o  toutes  les  fois  <jue  l'on  a  :  tk^y^  <^  Lorsipie 
cette  dernière  inégiditd  a  lieu^  oa  peut  démontrer  qpe  Toil  m  «HieH 
pour  les  valeurs  de  m' positives  : 

me'  es  effet  * 

(I  -  «y^  (I  -  mV,+™) = ?^=±=-'  ^ = 1  -  f -'V. 

(l2>  =  I  — (l  —  ^V^)(l  —  ^V^_j.4)  ...  (l  —  tV,+m_i) 

et  eomme  om  8,  pz:  l^ffodiiK^  o <     la  propeolkui csl 

déoMnoIrée. 

Les  équations  (lo)  (ii)  et  (12)  et  les  remarques  qui  s'y  ratta- 
chent s'appliquent  toutes  les  fois  qa'il  est  possible  de  mettre  la 
yâme annueito  P  sensila  forne  : 


C'est  le  cas,  par  exemple,  des  assurances  payables  au  premier 
décès  d'un  gcoupe  {x,  y,  z...)  ou  des  assurance&mixtes  (relatives  à 
des  individus  ou  à  des  groupes). 

f  1 .  —  Soit  P,n  le  montant  de  la  prime  périodique  que  l'assuré 
am*ait  à  payer  sî,  tous  les  autres  éléments  restant  les  mêmes»  l'as- 
sanmee'  élût  contraclée  air  moment  où  Ton  détermine  k  r^me. 

En  remplaçant  Am  piff  P^s^m       Téquation  (8)  on  obtient  : 

(13)  V«  =  (P«  — P)a« 

(14)  =iw(r-5-;). 

La  réserve  esb  positive  ou  négative  suivant  qae 

Remarquons  que  l'expression  (i3)  est  susceptible  d'une  inter- 
prétation immédiate  :  elle  montre  que  la  réserve  a'  un  raomeQ^ 
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donné  est  égale  à  la  valeur  probable,  rapportée  à  ce  mommt,  de 
li  flCHnme  qoe  Fassoré  (ou  le  groupe  assuré)  doit  payer  oi  moins 
(ou  en  plus  si  V,„  <  o)  de  ce  qu'il  aurait  à  payer  si  l'opération 
commençait  à  ce  moment  définition  prospective  de  la  réserve). 
Mais  de  ce  qu'on  a  au  début 

«  =  o    P«  =  P    V«  =  o. 

il  résulte  qae  la  somme  que  l'assuré  aura  à  payer  en  moins  (ou 
en  plus)  dans  la  période  de  vigueur  de  Fopéra*iofi  ntm  encore 
écoulée  doit  se  trouver  compensée  par  un  excédent  (pvk  ua  déficit) 
dans  les  cotisations  payées  antérieurement»  si  l'on  compare  ces 
cotisations  aux  risques  auxquels  avait  été  souima  rassurcur  dan& 
celte  période  antérieure. 

Oa  peut  donc  concevoir  aiissi  la  réserve  à  un  moment  donné 
omime  la  différence  entre  les  valeurs,  rapportées  â  œ  momesC,  des 
sommes  versées  par  l'assureor  et  par  Faseuré  (ou  par  le  groupe 
assuré)  dans  la  période  qui  s'est  écoulée  depuis  le  début  d&  l'op^ 
ration  (définition  rétrospective  de  la  réserve). 

Les  deux  réserves  (prospective  et  rétrospective)  ne  coïncidait 
qu'autant  que  les  bypotbèses  faites  dans  la  déterminaticii  des 
primes  sont  bien  d'accord  avec  la  réalité  (^). 

i«.  —  Soient  maintenant  P^,  T«  des  foatttitéspoMtives 
on  nulles.  Concevons,  avec  von  Bortkievicz  (•),  une  assurance 
{oÊm/mmu  imté^rmk)  m  verfu  dte  laquelle  l'assuré  s'engage  à  payer 
au  début  de  chaque  année  m  la  somme  P,^  et  l'assureur  s'engage  à 
payer  à  la  fin  de  la  même  année  la  somme  si  l'assuré  esà  vivant 
et  la  somme      si  l'assuré  est  mort  dans  le  counaifcëernaée. 

Soient  q  la  probabilité  pour  ^e  Fassiué  meuve  au  cours  de  la 


(1)  Cf.  Introduct.,  pages  5  et  6. 

(2)  Risiko-Pramie  und  Sparprâmiey  «te...,  âêm  W  <c  Ekawmm^» 
liwh,  XXIV  ».  ^ 
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m*  année,  p  =  i  —  ^,  V«  et  r  =  ayant  leur  signification  habi- 
tuelle. On  doit  avoir  : 

(V«  ^ .  ^  P^)  r=:  (U«  -4-  V«)  p  T^g. 

On  en  déduit 

(i5«)     P«  =  vqÇr„  -  U«  -  V^)  -h  (tiV^-V^^O  -f-  vU^ 
(i5«)  =  i;p(U„»  -f-  V«  -      H-(vV^  -  V«.  0  +  v(T^  -  VJ 

et  la  prime  d'assurance  peut  être  divisée  en  trois  parties  : 

F«  =vg(T«  — U«~V«)  oubien  F«  =  »p  (U^ -i- V«  —  T J  ; 

P«'«  =  vU«    oubien    P'^„  =  v(T^  — V^). 

L'auteur  appelle  ces  trois  quantités  prime  de  risque,  prime 
d'épargne  et  prime  résiduelle. 

représente  la  valeur  du  risque.  On  emploie  l'équation  (i5*)  ou 
réquation  (i5*)  suivant  que  T,^  —  U^»  —  V«  est  >  oou  <  o  : 
On  a,  en  remarquant  que  Y,  =  o  ; 

2?'; r«-'  +  *  rrr^r-  " *  +  *(« V.  -  V, ^  ,)  = 

*=I  Sz=l 

Ce  sont  les  primes  d'épargne  qui,  accumulées  et  capitalisées, 
constituent  la  réserve  (*). 

(»)  Posons  p  +  q,  =  p'^,  9  =:/^, 
Ce  sont  les  quantités 

ic'^  =  P„  —  it'^  =        —  V„_j  = 
que  M.  Bohlmann  (Encycl.  p.  882)  appelle  prime  de  risque  et  prime  d'^rgne. 

Au  sujet  des  primes  de  risque,  voir  aussi  ;  Landré,  op.  cit.  pp.  398  et  suiv. 
Risiko-priàme  dans  le  Zeitschrijt  fwr  Versichenmgsreeht  imd  Wùsenehaft  et  dans  . 
*Archief  hollandais,  5*  partie.  ' 
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On  pourrait  imaginer  un  assureur  qui  garderait  chez  lui  les 
primes  d'épargne  servant  à  constituer  les  réserves  et  qui  réassu- 
rerait les  différences  entre  le  capital  assuré  et  ces  réserves  chez  un 
autre  assureur  en  payant  P'^  -j-  P"'^. 

La  prime  unique  de  réassurance  correspondant  à  Tensemble  des 
primes  F^n-P»^  a  été  désignée  par  Wright  sous  le  nom  de 
Insurance  value. 

Dans  cas,  les  fonctions  de  l'assureur  se  réduiraient  purement  et 
simplement  à  celles  d'une  Caisse  d'épargne.  Dans  la  pratique,  on 
pourrait  limiter  la  réassurance  à  la  somme  i  —  V^»  —  M.  M  étant 
la  somme  maxima  que  l'assureur  assure  directement. 

Si  l'on  suppose  un  seul  assuré  {x)  et  si  on  prend  T«=:i. 
Um,  =  o,  m  =  I,  a,      on  a  : 

vq,^  s'appelle  la  prime  naturelle  correspondant  à  l'unité  et  à  l'âge  a?. 
Ce  n'est  pas  autre  chose  que  la  prime  pure 

d'une  assurance  unitaire  mono-annuelle  en  cas  de  mort.  On  a, 
pour  tous  les  âges  x  pour  lesquels  q^j^,  > 

~     Eç^T = "i^     + - 

et  on  voit  aisément  qu'il  en  résulte  que  Ton  a  : 

pour  les  âges  x'  compris  entre  l'âge  a?  et  un  certain  âge  x     ç  et 

pour  les  âges  x'  supérieurs  à  «  h-  a. 

L'exactitude  des  inégalités  précédentes  est  une  condition  suffi- 
sante pour  qu'il  ne  puisse  pas  y  avoir  de  réserves  négatives. 

Bioaoi       ,  ,g 
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13.  —  Désignons  par  Bxni  et  par  (t  -h  a.)Uxn\  la  prime  pure 

annuelle  et  la  prime  du  tarif  correspondant  à  un  capital  unité 
difiSké  dft  n  aaaécs,  sur  U  tête  (x),  avec  contre-assurance.  On  a, 
en  vertu  de  Féquation  (7) 

On  a  aussi,  en  posant  : 



(â**  partie,  chap.  II,  formule  6a) 
les  valeurs 

«a»|  •  |»tac        et        (l  +  «)Oaii|.  (IA)sm| 

comme  expressions  des  valeurs  probables,  rapportées  au  début  de 
l'opération,  des  engagements  de  l'assuré  et  de  l'assureur  pour  les 
m  premièiies  années  de  vigueur  de  Topéraiion. 
Si  on  rapporte  aussi  k  résom  «Y«  m  dânl  de  Toféralkm^ 

on  a  : 

D  L  -1 

mVx  =  Ta;/i}(Ua,  —  (l  a)(IA)xml). 

On  trouve  aisément  en  remplaçant  icxr]  ,  jm^xf  (1A)»m(  par  leur» 
valeurs  en  fonction  des  symboles  de  commutation  : 

A  a  sst  o  «aruMyoïid  k  v^^m  de  k  réserve  &  k  £n  de  k  m*^ 
année  lorsc^'ob  dok  lemkiurser  seukoMBt  ks  pnmes  pores,  en 

cas  de  décès  de  (x)  avant  cette  époque  ;  à  a  =  —  i  correspond  la 
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réserve  du  capital  différé  sans  contre-^surance.  Ikns  ce  dernier 
cas  l'expresion  (17)  devient  ; 

(18)  =  ^ 

en  posant  : 


VI.  —  Groupement  des  polices  —  Méthode  de  récurrence 
pour  la  détarminationdes  réearvee 

14.  —  Le  calcul  des  réserves  se  feit  généralement  à  la  fm  de 
chaque  exercice,  c'est-à-dire  au  3i  décembre.  Les  diverses  opéra- 
tions commencent  au  contraire  à  des  moments  ipielconqwe  de 
chaque  exercice.  Il  en  résulte  que,  sauf  esoeption,  k  dui^  de 
Topération  au  moment  da  cakul  de  k  réserve  n'e&t  pas  un  nombre 
entier  d'années. 

Dans  la  pratique  on  évite  de  se  servir  des  durées  véritahks  éw 
opérations  et  pour  cela  on  admet,  par  kypothése^  queks  dàfm» 
qpérati^ms  se  distrilm^t  nnifiorméaient  au  cours  de  Texercice, 
Ceci  conduit  ou  bien  k  admettre  que  toutes  ks  opérations 
commencées  dans  la  ïn  —  r^»"*  période  (r  =  o,  i,     ei  1)  lo^t 

en  vigueur  depuis       ^  années  au  moment  du  calcul  ou  bien 

à  prendre  comme  durée  de  Topération  r  -+- 1  années  pour  les  opé- 
rations qui  ont  commencé  dans  le  premier  semestre  et  r  années 
pour  celles  qui  ont  commencé  le  second  semestre. 

Dans  le  premier  cas  la  détermination  de  la  réserve  Vpeoi 
être  eto^tuée  avec  une  approximation  suffisante  en  admettant  que 
k  première  prime  annuelle  encaissée  par  l'assureur  est  différée  de 
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une  demie  année  et  que  l'on  a  : 


On  en  déduit,  en  remplaçant  dans 

V.  =  (V)  -  Pi  •!(-)) 


I 

m  par  m  -t-  - 


(v.+î  =  î  (V)  -  P*w)+  ^  (V+ .)  -  P*(»+ .)  + 


a  a 


15.  Supposons  maintenant  que  pour  chaque  forme  d'assu- 
rance on  ait  groupé  les  opérations  dont  on  veut  calculer  la  réserve 
en  autant  de  classes  qu'il  y  a  d'âges  représentés  dans  cette  catégorie 
d'assurances  ;  s'il  s'agit  d'opérations  temporaires,  supposons  qu'on 
ait  formé  autant  de  classes  qu'il  y  a  de  couples  de  nombres  expri- 
mant le  premier  l'âge  et  le  deuxième  le  nombre  d'années  qu'il  reste 
à  parcourir.  On  peut  alors  éviter  de  calculer  la  réserve  séparément 
pour  chaque  opération.  Au  lieu  de  déterminer  les  réserves  pour 
chaque  opération  de  montant  S  et  de  prime  P,  on  peut  en  effet 
calculer,  pour  chaque  âge  x  ou  pour  chaque  couple  de  nombres 
et  r  (r  désignant  le  temps  non  encore  écoulé),  les  quantités 
suivantes  : 

(19)  (A(._)-Pa(^)^S 
(19*)  (M  —  Paxri)sS 

en  désignant  par  SS  le  montant  total  de  l'ensemble  des  capitaux 

de  chaque  classe. 
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16.  —  On  peut  aller  plus  loin  et  éviter  même  de  classer  les 
assurances  d'après  leur  forme  et  leur  durée  de  vigueur  en  se  sov 
vant  pour  la  détermination  des  réserves  d'une  méâiode  de  récurrence 
basée  sur  une  relation  établie  précédemment.  Nous  avons  vu 

(IV,  n°  1 2)  qu'on  a  : 

V«_t  -H  P«  =  WpH-m-i  (Um       V^)  -4-  Wg,+m-lT« 

où  V,»  désigne  la  réserve  à  la  fin  de  la  m*"'  année. 
On  en  déduit  : 

et,  en  réunissant  toutes  les  opérations  pour  lesquelles  l'âge  dee 

assurés  est  le  même  : 

(a  I)         sV^  =  ^^^"^     ^^"^     wj^m^x^T^  _ 

Le  seul  élément  de  classification  pour  l'équation  (21)  est  l'âge  : 
ni  le  nombre  des  années  de  vigueur  et  de  durée  de  l'opératkMi,  ni 
la  forme  de  Fopération  n'interviennmit  dans  le  groupement  des 
polices  (en  admettant  naturellement  que  les  bases  du  calcul  soient 
communes  à  toutes  les  formes).  Si  on  pose  ==  o  dans  l'équa- 
tion (21),  on  a  la  formule  de  récurrence  de  M.  Fouret('). 

n  faut  noter  que  dans  la  pratique  il  est  important  de  calcaler 
séparément  les  réserves  pour  chaque  forme  d'assurance,  car  à  ce 
calcul  se  rattache  le  calcul  des  écarts  et  des  profits  relatifs  à  chaque 
forme,  élément  qu'il  est  très  important  de  connaître  au  point  de 
vue  théorique  comme  au  point  de  vue  pratique. 

Il  (convient  de  remarquer,  pour  prédser  le  sens  des  notations 
introduites  dans  l'expression  (21),  que  zV«  et  2V^_i  ne  repré- 
sentent pas  autre  chose  que  le  montant  total  des  réserves  à  la  fin  et 


(i)  Bulletin  de  VInsl.  des  Act,  Fr.t  T.  I  et  IV.  Pour  la  méthode  de  M,  Fouret 
et  en  général  pour  l'application  des  méthodes  de  récurrence  au  calcul  des 
réserves,  voir  :  Poterih  du  Motbl.  —  Op.  cit  pag.  283-292. 


m 


«1  coramencenaent  de  la  m"  année  :  il  ne  faut  donc  pas  considérer 
cee  quantités  cûooQe  lepréseoiaut  la  somme  des  réserves  corres- 
pondant k  des  opécâtiana  «a  vlgoBur  pencUni  m  ou  m  —  i  améen. 

VII.  —  Réserves  des  primes  autres  que  les  primes  pures 

Primes  et  réserves  de  Zillmer. 

17.  —  Posons,  en  général  : 

(22)  V'«  =  A«  — P'«« 

avec 

A 

Les  considérations  qui  conduisent  à  adopter  l'équation  (22) 
peuvent  être  d'ordre  purement  technrque  :  on  peut,  par  exemple, 
être  conduit  à  cette  équation  lorsqu^on  vent  passer  de  certaines 
bases  de  calcul  à  de  nouvelles  bases  (sans  que  l'on  veuille  ou  que 
Ton  puisse  modifier  les  primes  fixées  antérieurement).  On  y  est 
anssl  conduit  lorsqu'on  se  «ert  de  nouvelles  tables  de  mortalité  : 
en  général^  celles-ci  présentent  alors  une  élimination  plus  rapide 
que  les  anciennes  tables  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  m, 

H  peut  arriver  aussi  que  rbypotbèse  ^  P  et  surtout  l'hypo- 
tbise  P'  >  P  soient  adoptées  pour  des  raisons  d'ordre  financier,  en 
piarâculier  pour  avoir  des  réserves  aussi  petites  que  possible,  ce 
qui  permet  de  réaliser  de  plus  grands  profits  dans  les  premières 
années  d'exercice.  Nous  nous  proposons  de  voir  entre  quelles 
limites  il  est  légitime  d'employer  ce  procédé. 

18.  —  La  réserve  relative  à  une  prime  lourde  est  celle  qu'on 
nààknt  m  posant 

F  =  (i  4-  «)  P 
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si  aP  est  le  chargemoit  total  ;  k  rés«rv«  lektiipe  aux  primes  de 
réserve  ou  d inventaire  est  ceUe  qu'on  obtient  en  posant  : 

F  =  (n-  a,)  P 

avec 

k 

k  étant  le  montant  des  frais  d'acquisition,  non  couverts  par  ime 

taxe  spéciale  sur  la  police  :  cette  prime  (i  -h  destinée  à  cou- 
vrir et  à  amortir  les  û:ais  d'acquisition  s'appelle  primA  de  réserve 
ou  prime  d  inventaire. 

Le  premier  des  deux  procédés  ainsi  définis  est  d'autant  moins 
légitime  que  le  chargement  de  la  prime  est  plus  grand  :  en  parti- 
culier il  est  peu  correct  lorsqu'il  conduit  à  déterminer  et  à  inscrire 
À  l'inventaire  des  réserves  négatives  : 

Pour  toutes  les  valeurs  telles  que  P(;„)  <  (i  -H  a)  P,  ce  procédé 
conduit  à  dij^poser»  pour  couvrir  les  frais  pendant  les  premières 
années»  d'une  somme  plus  forte  que  celle  i«piéMiilée  p«K  les 
I«îmes  et  les  riaqneB  à  venir. 

La  possibilité  pour  l'assureur  de  faire  face  aux  dépenses  des 
exercices  futurs  est  alors  subordonnée  à  ua  accroissement  pro- 
gressif et  ininterrompu  du  montant  des  nouveaux  contrats»  faute 
de  quoi  le  montant  des  primes  encaissées  pourrait  ne  pas  suffire 
à  couvrir  les  dépenses. 

On  peut  faire  les  mêmes  remarques  au  sujet  de  l'emploi  des 
primes  de  réserve,  toutes  les  fois  que  k  a  une  valeur  telle  que  l'on 
ait,  quel  que  soit  m  : 

V'«  =  {P(«)-(i-h«,)P}a(^)<o. 

Nous  appellerons  limite  macçimum  de  Zillmer  pour  les  frais  d'ac- 
quisition, la  plus  grande  valeur  X  de  k  pour  laqoelld  l'inégalité 
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V'm  >  o  est  satisûdte,  prime  de  ZiUmer  la  quantité  : 

a 

^en  posant  ^  =  a'j» 
réserve  de  Zillmer  la  quantité 

Pour  les  opérations  à  réserve  croissante,  ce  qui  est  le  cas  normal 
pour  les  opérations  en  cas  de  mort»  la  condition  de  Zillmer  est  sa- 
tisfaite pourvu  que  Ton  ait  : 

A|  —  icaj  o 

d'où 


X  désignant  l'âge  ini^  de  l'assuré,  et  : 

<i'  =  P^,-P, 

X  ~       —  P«)  a«« 

a!  représente  la  valeur  maxima  du  chargement  correspondant 
aux  premières  dépenses  :  réciproquement  la  valeur  maxima  de  ces 

dernières  s'obtient  en  formant  la  différence  entre  la  prime  de 
Zillmer  et  la  prime  de  risque  du  premier  exercice.  Pour  l'assu- 
rance en  cas  de  mort»  par  exemple»  elle  est  égale  à  : 

(24)  Px+i  —  vqs 

ce  qui  s'explique  en  remarquant  que»  d'après  ce  qui  précède,  on 
ajoute  le  chargement  ot'  à  la  partie  de  la  prime  qui  aurait  servi, 

sans  ces  premiers  frais,  à  constituer  la  réserve  à  la  fin  du  premier 
exercice  et  qu'on  est  obligé  de  dépenser  (partie  qui  est  égale  à  la 
différence  entre  la  prime  pure  P,  et  la  prime  de  risque).  On  a 
ainsi,  pour  l'assurance  en  cas  de  mort  : 

Px  — uQx-+-Px+i  — P, 
c'est-à-dire  la  quantité 
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Le  procédé  que  nous  venons  d'indiquer  s'applique  à  tous  les  cas 
où  Ton  peut  adopter  sans  objection  la  valeur  de  la  réserve  calculée 
à  l'aide  des  primes  pures  :  il  a  été  l'objet  de  préoccupations  qui 
n'étaient  pas  complètement  justifiées  et  il  a  amené  des  polémiques 
dont  on  trouve  surtout  la  trace  dans  les  travaux  allemands  (*). 

De  toutes  feçons,  il  convient  de  ne  pas  exagérer  la  portée  pra- 
tique de  ce  procédé  :  les  limites  qu'il  assigne  aux  premières  dé- 
penses ne  peuvent  guère  être  respectées  dans  la  réalité,  surtout 
pour  les  âges  faibles  auxquels  correspond  une  valeur  particulière- 
ment petite  de  l'expression  (a4),  qui  est  au  contraire  très  grande 
pour  les  âges  plus  avancés. 

VIII.  —  Attribution  de  la  réserve  à  chaque  assuré. 
Résiliation  et  réduction  des  opérations  d'assurance 

19.  —  Laissons  de  côté  la  question  purement  juridique  du 
droit  de  propriété  de  l'assuré  sur  la  réserve  de  l'opération  contractée  , 

par  lui  et  demandons-nous  quelle  partie  de  la  réserve  on  peut 
attribuer  à  l'assuré  dans  je  cas  où  celui-ci  fait  abandon  total  ou 
partiel  de  son  assurance,  sans  qu'il  y  ait  préjudice  pour  l'assureur. 

On  ne  peut  pas  lui  attribuer  la  totalité  de  la  réserve  :  en  effist, 
dans  ce  cas,  on  serait  conduit  à  considérer  l'opération  d'assurance 
comme  un  pari  dans  lequel  l'une  des  parties  (l'assureur)  serait  liée 
par  les  conventions  établies  tandis  que  l'autre  ne  le  serait  pas. 
L'assuré  serait  donc  conduit  à  demander  la  résiliation  du  contrat 
toutes  les  fois  que,  par  suite  d'une  modification  dans  les  risques,  le 
maintien  du  contrat  lui  serait  défavorable  et  serait  avantageux 
pour  l'assureur.  Un  tel  pari  ne  peut  pas  se  concevoir  au  point  de 

(*)  Zillmer.  —  Beitràge  zur  théorie  der  Pràmienreserve,  Stettin  (i863).  Nous 
adoptons  surtout  ici  l'exposition  de  Bohlmann,  loc.  cit.,  pages  881-92.  Le  pro- 
cédé de  Zillmer  (en  italien»  il  Zillmeraggio)  n'est  autorisé  par  la  loi  allemande 
<{u'eatre  certaines  limites. 
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vue  teclmH|iie,  à  moins  que  l'assureur  ne  reçoive  un  dédommage- 
ment pour  la  perte  qui  résulte  du  droit  laissé  ainsi  à  l'assuré. 

Nous  appellerons  anti-sekctian  le  mode  de  sélectkm  qui  a  pour 
effet  de  neutnditer  l'actiini  des  Tamtioos  du  naqœ  £i¥oraldeB  à 
rassuceur,  U  est  évident  que  pour  les  assurances  en  cas  de  mort 
Tanti-sélection,  tout  en  n'étant  pas  susceptible  d'une  évaluation 
rigoureuse,  iie  p^t  agir  qu'eulre  de&  limites  relativement  re»- 
treintea  :  pour  les  opérations  en  cas  de  vie,  elle  aurait  pour  effet 
d'enkver  à  Fassur^ice  à  peu  près  tous  les  individus  qui,  à  cause 
de  leur  état  de  santé,  jugeraient  le  maintien  de  leur  contrat  nui- 
sible à  leurs  intérêts.  Le  contraire  ayant  lieu  pour  l'ensemble  des 
individus  en  bonne  santé,  il  en  résulterait  que  les  seules  opéra- 
tions restant  en  vigueur  seraient  celles  qui  représenteraient  une 
perte  potff  Fassarear. 

20.  —  Les  assureurs  en  ont  conclu  qu'il  ne  fallait  accorder 
une  compensation  {valeur  de  rachat)  à  l'assuré  qui  veut  résilier  son 
ccmtrat  que  s'il  s'agit  d'une  opération  en  cas  de  mort  (*). 

Soit  (i  -H  a,)  P  la  prime  de  réserve  (S  VII,  n»  i8),  R,„  la  valeur 
de  radiât.  On  doit  avoir,  d'après  ce  qui  précède  : 

On  peut  pœer  : 

Rm  =  V«  —  VdLm 

aa  étant  un  coefficient  arbitraire  supérieur  à  a^.  Dans  le  cas  où 
toutes  les  primes  auraient  été  payées,  on  aurait 

On  évite  cet  inconvénient  en  décidant  que  la  valeur  de  rachat 
ne  pourra,  en  aucun  cas,  être  supérieure  à  une  fraction  déterminée 
de  la  réserve. 

(1)  De  même  pour  les  opérations  mixtes  ou  les  opérations  avec  contrc-assn- 
nnce,  du  moins  pour  la  partie  de  ces  assurances  <jui  constitue  une  opération 
en  cas  de  mort. 
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Le  plus  souvmit  le  payeBieat  d'une  valeur  de  cacbal  n'est  admisa 

qu'après  le  payement  d'un  certain  nombre  de  primes  (trois)  et  la 

3 

^taiknr  dencbat  est  fixée  aux  ^  de  la  réserve.  Cesi  là  une 

empirique  qui  présente  les  avantages  et  les  înocMiTénients  propres 
à  toutes  les  règles  empiriques  :  le  principal  défaut  consiste  dans  le 
groupaient  d'opérations  présentant  des  réserves  très  différentes. 

55  t.  —  Une  résiliation  seulement  partielle  du  contrat  est  cdle 

que  Ton  obtient  par  la  rédaction  de  la  police  :  l'assuré  est  libéré 
du  payement  des  primes  ultérieures,  mais  il  n'est  plus  assuré  que 
pour  une  certaine  valeur  déterminée  d'après  la  somme  que  l'assu- 
reur lui  doit  comme  prime  unique  de  la  police  réduite. 

Le  droit  à  la  réduction  est  accordé  aussi  d'habitude  aux  assurés 
en  cas  de  vie.  Il  s'agit  là  d'une  concession  qui  a  été  démontrée 
possible  par  la  pratique»  mais  qui  se  justifierait  difficilement  a 
priori. 

Soit  A„  la  prime  unique  unitaire  correspondant  à  la  police  ré- 
duite, 

la  partie  de  la  réserve  attribuée  à  l'assuré  en  cas  de  réduction  :  le 
montant  W,„  de  l'assurance  réduite  est 

(a6)  W«  —  j- 

Dans  le  cas  des  opérations  pour  lesquelles  la  relation 

a 

est  valable,  à  l'expression  (26)  correspond  la  nouvelle  expression 

suivante 

p 

(37)  =  I  —  (IH-  «,)  p— 


Habituellement,  on  convient  que  le  montant  de  la  police  réduite 
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doit  être  égal  à  la  fraction  f  dn  ntootant  primitif,  m  ét«it  le 
nombre  des  primes  déjà  payées  et  n  le  nombre  total  des  primes 

correspondant  à  des  formes  d'assurance  très  diverses. 
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DES  PROFITS 

I.  —  Gkmiptes  de  profits  et  pertes 

f .  —  Formons,  pour  une  Compagnie  donnée  et  pour  un  exer- 
cice déterminé,  les  différences  suivantes  : 

a)  La  différence  entre  la  somme  des  réserves  existant  au  début 
de  l'exercice,  les  primes  encaissées  pendant  l'exercice,  les  intérêts 
produits  par  l'accumulation  des  capitaux,  d'une  part  et  la 
somme  des  capitaux  payés  aux  assurés  en  exécution  des  contrats, 
les  frais  généraux,  les  commissions  payées  aux  agents,  les  réserves 
existant  à  la  fm  de  l'exercice,  d'autre  part  ; 

b)  La  diffikence  entre  la  somme  des  réserves  existant  au  début 
de  l'exercice,  les  primes  pures  encaissées  pendant  l'exerdoe,  les 
intérêts  produits  par  les  capitaux  assurés,  d'une  part  —  et  la 
somme  des  capitaux  payés  aux  assurés  au  cours  de  l'exercice  et  la 
réserve  existant  à  la  fin  de  l'exercice,  d'autre  part. 

Nous  appellerons  le  compte  a)  compte  de  profits  et  pertes  géné- 
ral de  la  Compagnie  pour  la  période  considérée  et  le  compte  b) 
compte  de  profits  et  pertes  des  fonds  nets. 

Le  solde  du  compte  a)  représente  le  bénéfice  (ou  la  perte)  pro- 
venant pour  la  Compagnie  de  la  gestion  industrielle  prise  dans  son 
ensemble  ;  le  solde  du  compte  6)  représente  le  bénéfice  (ou  la  perte) 
provenant  seulement  des  écarts  entre  les  prévisions  adoptées  pour 
le  calcul  et  la  réalité  (taux  de  l'intérêt  et  tables  de  survie). 
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Il  est  évident  qu'une  valeur  positive  d»  la  dîfiéraace  a)  peut 
correspondre  à  une  valeur  négative  de  6)  et  inversemoil. 

—  Le  compte  a)  donne  le  bénéfice  total  (positif  ou  négatif) 
réalisé  par  la  Compagnie  pendant  la  période  considérée.  L  analyse 
des  rubriques  qu'il  renferme  nous  conduit  à  décomposer  ce  bénéfice 
en  plusieurs  catégories^  suivant  la  provenance  des  divers  profits. 
C'est  ainsi  que  nous  pouvons  distinguer  : 

a)  Un  profit  de  mortalité  ; 

P)  Un  profit  de  capitalisation  ; 

7)  Un  profit  proraunl  de  IVnoès  des  dMigements  relatifs  aux 

primes  sur  les  frais  réels  de  gestion  ; 

â)  Un  profit  provenant  de  la  différence  entre  les  réserves  et  les 
sommes  payées  à  l'assuré  dans  le  cas  de  résiliation  prématurée  du 
contrat. 

Enfin,  comme  âément  influant  sur  le  montanf  des  profits,  nous 
trouvons  Faugmentation  (ou  la  diminution)  en  cours  d'exercice 

des  fonds  extraordinaires  de  réserve. 

3.  —  L'établissement  d'un  compte  exact  de  profits  et  pertes 
pour  chaque  efxercice  est  d'une  utilité  pratique  évidente. 

Il  fournit  une  vérification  périodique  de  la  valeur  des  éléments 
de  calcul  adoptés  et  il  montre  quelles  modifications  il  convient 
d'apporter  à  la  base  même  du  calcul. 

Mais  il  est  évident  d'ailleurs  qu'un  pareil  compte  ne  diffère 
d'un  compte  industriel  de  pn^ts  et  pertes  que  par  l'introduction 
de  la  rubrique  «  réserves  » . 

Pour  la  répartition  des  bénéfices,  en  cas  de  participation  des 
assurés  aux  bénéfices,  on  doit  considérer  les  diverses  causes  de 
profit  et  le  profit  plus  ou  mmns  grand  des  diverses  cat%ories  d'as- 
surances :  mais  il  est  souvent  utile  de  tenir  compte  des  profits  tenant 
purement  à  la  nature  de  l'exploitation  (c'est-à-dire  de  a)  et  de  ]3j). 

Ce  sont  ces  derniers  profits  que  nous  allons  étodîer  spédalement. 


n.  —  Du  profit  de  BMrtalité 

4.  — Le  profit  de  mortalité  peut  se  déduire  directement  d'un 
compte  de  profits  et  pertes  des  fonds  nets  en  faisant  figurer  dans 
les  recette  Bcm  pas  les  intérêts  réellement  traduits  par  k  capitsU- 
safion,  mais  des  intérêts  conventionneb  de  calcul  {pnéthode  des 
comptes  de  profits  et  pertes)» 

Mais  on  peut  aussi  procéder  comme  il  suit.  J^ésignons  par  : 

a^,  le  montant  des  capitaux  en  cas  de  mort  4pi'on  mxail  «a  à 
payer  au  cours  de  l'exercice  si  la  mortaKté  réelle  «vait  oonoordé 
d'une  façon  parfaite  avec  la  mortalité  prévue. 

a',  le  montant  des  capitaux  en  cas  de  mort  effectivement  payés  ; 

h^if  b^%,  le  montant  des  réserves  des  opérations  en  cas  de  mort 
(et  en  cas  de  vie)  qui  seraient  devenues  disponibles  si  la  mortalité 
réelle  avait  été  rigoureusement  la  même  que  la  mortalité  prévue  ; 

b\,  b\,  le  montant  des  réserves  des  opérations  en  cas  de  mort 
(et  en  cas  de  vie)  efiectivement  disponibles  ; 

c^y  le  montant  des  capitaux  en  cas  de  vie  dont  aurait  bénéficié 
l'assureur  dans  le  cas  d'une  mortalité  réelle  coïncidant  avec  la 
mortalité  prévue  ; 

c',  le  montant  des  capitaux  en  cas  de  vie  dont  l'assureur  béné- 
ficie dans  la  léalilé. 

La  différence  c  ss  («^  —  —  (a' —  6'i)  poor  loB  opératioat  en 
cas  de  mort  et  la  différence  c  =  (b'^  h-  c  )  —  (6%  -h  c^)  pour  les 
opérations  en  cas  de  vie  constituent  le  profit  de  mortalité  \jnéthode 
statistique)  (*). 

(1)  Pour  la  critique  des  deux  méthodes  citées  dans  le  texte,  voir  :  G.  Bohl- 

MANN.  —  Berechmmrj  des  Slerblichkeitsgeivinnes  einer  Lebensversicherungsgesell- 
scliafts,  dans  les  «  Malh.  Stat.  Abhandl.  zur  Lebensversiclierung  (Teroffent- 
lichungen  des  D.  V,  fur  Versicherungswiss.),  Berlin,  igoi  ».  Sur  la  détermi- 
nation du  profit  de  mortalité  et  du  profit  d'invalidité  dans  les  assurances 
contre  rînviiîdité.  voir  :  Raoxu.  —  Ermiltelung  des  Invaliditàts  am  Slerblich- 
keittoewiimes,  etc.,  lœ,  eit. 


'256 


MATHÉMATIQUE  DES  ACTUAIBES 


5.  —  Le  principe  d'où  l'on  tire  la  première  méthode  est  évi- 
dent de  lui-même. 

En  ce  qui  concerne  la  deuxième  méthode,  remarquons  que  pour 
les  opérations  en  cas  de  mort  a9 —  b^^,  et  a'  —  b\  expriment  res- 
pectivement le  montant  des  capitaux  assurés  non  couverts  par  les 
réserves  correspondantes  tel  qu'il  résulte  de  la  table  de  mortalité  et 
le  montant  des  mêmes  capitaux  tel  qu'il  est  dans  la  réalité  :  il  est 
naturel  de  prendre  la  différence  de  ces  deux  montants  comme 
expression  du  profit  de  mortalité. 

Pour  les  opérations  en  cas  de  vie,  soit  O'x(R)  la  somme  qu'il 
faudrait  payer  à  la  fin  de  l'année  en  cas  de  vie  des  assurés  d'âge  x  : 
la  sommation 

étant  étendue  à  tous  les  âges,  la  quantité 

est  le  montant  des  capitaux  en  cas  de  vie  échéant  pendant  l'exer- 
cice (*)  et  non  payés,  en  supposant  la  loi  de  survie  définie  par 

9** 

et  la  quantité 

est  le  montant  des  capitaux  en  cas  de  vie  échéant  pendant  l'exer- 
cice (')  et  non  payés,  si  la  loi  de  survie  est  définie  par 

Si  on  pose 

q'x  =  -h 

(*)  Les  échéances  des  diverses  opérations  ne  coïncident  pas  toutes  avec  la  fin 
de  Texercice.  Si  on  suppose  qu'elles  se  répartissent  uniformément  dans  le  cours 
de  Tannée,  on  peut  supposer 

a<r.(R)  =  0',(R)  +  o^.(R) 

<^  et  a  désignant  les  montants  des  capitaux  assurés  au  début  et  à  la  fin  de 
Texercice. 
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on  voit  de  suite  que  Ton  a  : 

—     =  Se,<T,(R)  >  O 

si  Sjp  est  >  o,  condition  qui  n'est  d'ailleurs  pas  nécessaire. 

Un  raisonnement  analogue  s'applique  aux  réserves  :  une  aug- 
mentation de  la  mortalité  chez  les  assurés  en  cas  de  vie  détermine 
l'appropriation  au  profit  de  l'assureur  d'un  plus  grand  nombre  de 
réserves  devenues  superflues  par  suite  de  l'annulation  des  opéra- 
tions correspondantes.  Soit  b\  le  montant  des  réserves  ainsi  réa- 
lisées dans  la  réalité  et  1^  montant  des  réserves  qui  aoiaient  M 
réalisées  avec  une  mortalité  normale  :  la  quantité 

b\  -  60, 

exprime  le  montant  du  profit  de  mortalité  correspondant  et  par 
suite  le  profit  de  mortalité  est  dans  l'ensemble  : 

(c'  -  co)  H-  (6',  —  b\)  =  (c'  -h  6',)  -  (c«  -h  b\)  =  C. 

Nous  avons  vu  que  l'assurance  intégrale  (cf.  i"  partie,  S  4)  pou* 
vait  être  divisée  en  une  prime  de  risque 

=  wçR-      ou      P'«»  =vpR^ 

(suivant  que  dans  la  formule  R,„  =  d=  (T,„  —  —  V,„)  il  faut 
prendre  4-  ou  —  pour  que  Rm  soit  positif)  et  en  une  prime  d'épar- 
gne indépendantes  toutes  deux  de  la  probabilité  de  décès  ou  de 
survie  :  il  en  résulte  que  le  profit  de  mortalité  est  proportionné  à 
la  valeur  du  risque  Rm. 

Pour  une  opération  en  cas  de  mort  (ou  pour  une  opération 
mixte,  mais  pour  une  année  autre  que  l'année  de  réchéance)^ 
on  a  : 

Rm  =1  — 

Le  profit  de  mortalité  est,  toutes  cboses  égales  d'ailleurs,  d'autant 
plus  grand  que  la  réserve  est  plus  petite  ;  le  profit  de  mortaUlé  e^ 
donc  minimum  pour  les  opérations  à  prime  unique  et  il  est  d'au- 
tant plus  grand  que  le  payement  des  primes  a  lieu  moins  rapide- 
ment. 

Broogi  17 
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C'est  Finverse  qui  a  Hea  pour  les  opérations  en  cas  de  m.  Four 

ces  opérations,  on  a  : 

R«  =  v«  ('). 

Le  profit  de  mortalité  est  alors  maximum  pour  les  opérations  à 
piime  unique  et  il  est  d'autant  plus  petit  que  le  payement  des 
primes  a  Heu  plus  rapidement. 

6.  —  On  voit  de  suite  que  si  l'on  pose  (en  conservant  les  nota- 
tions du  paragraphe  précédent)  : 

^{x  —  7r  -i-  e 

P'x  =  px  —  6 

le  profit  de  mortalité  est 

-e(i-V«) 
pour  les  op^tions  en  cas  de  mort  et 

bVih 

pour  les  opérations  en  cas  de  vie  et  que  par  suite  la  condition  pour 
cpi'il  soit  positif  est 

e  -<  G 

dans  le  premier  cas  et 

e  >  o 

dans  le  second  cas. 

Une  mortalité  supérieure  à  la  mortalité  prévue  entraine  donc 
une  perte  pour  l'assureur,  s'il  s'agit  des  opérations  en  cas  de 
mort  et  un  profit  s'il  s'agit  des  opérations  en  cas  de  vie,  et  inverse- 
ment. 

C'est  là  un  résultat  que  l'observation  la  plus  saperfidelle  dé-«k 
montre  évident. 


(')  Sauf  pour  l'année  de  l'échéance  pour  laquelle  on  a  : 


ABS  «BOFm»^ 


—  Mais  uoa  autre  propositioa  beaucoup  moins  évidaafta  et 
non  moins  remarquable  résulte  également  du  fait  que  pour  les 

opérations  en  cas  de  mort  le  profit  de  mortalité  varie  en  raison  in- 
verse de  la  réserve  (ou  en  raison  directe  du  capital  réduit  i  — 

Soit  un  groupe  choisi  composé  de  L*  individus  d'un  âge  compila» 
dans  rinterValle  (x,  x  +  i)  et  parmi  lesquels  il  y  en  a  : 

Lo  qui  se  trouvent  dans  la  première  année  d'assurance  ; 
Lj  dans  la  deuxième,  etc. 

Soit  la  probabilité  annuelle  de  décès  du  premier  groupe» 
celle  du  second  groupe,  ...  ;  par  suite  de  la  sâection,  on  a  : 

9o<9i<9*<  — 
La  probabilité  de  décès  du  groupe  total  L  s'exprime  par  : 

^       ^  -H  Li L,, 

On  peut  écrire  par  suite  : 

1-0(9  —  9o)     Li (7  —  Çj)  -f- ...  =  o. 

Désignons  par  k  la  plus  petite  valeur  de  n  vérifiant  l'inrffalitf 

et  posons,  pour  abréger  : 

1^(9  —  Ç«)  =  «n.  ■—  a»  =  a'». 

Osa  a  alors  : 

«0  H-  «1       •••      ^k-i  =  ^'k  -H  -h  ... 

Mais  si  l'on  introduit  les  capitaux  réduits 
enftiossî  ,  . 

I  —  V,  >  I  —  V,  >  I  —  Va  >  ... 

et  par  suite 
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inégalité  dans  laquelle  le  premier  membre  exprime  le  profit  de 

mortalité  correspondant  aux  opérations  en  vigueur  depuis  moins 
de  k  années  et  le  second  membre  la  perte  correspondant  aux  opé- 
rations en  vigueur  depuis  k  aimées  ou  plus  de  k  années.  Le  profit 
total 

a<)Ro  -h  OjRj  -h  ...  +  a^Rfc  -h  a;,.+jR;t+i  -H 

étant  évidemment  positif,  on  en  conclut  que,  si  le  nombre  des 
individus  entrant  dans  l'assurance  aux  divers  âges 

reste  constant  et  si  la  probabilité  de  décès  g,  calculée  pour  l'âge  x 
coïncide  avec  la  mortalité  effective  du  groupe  des  assurés  d'âge  x, 

le  profit  de  mortalité  réalisé  par  l'assureur  est  nécessairement 
positif. 

A  fortiori  l'assureur  réalise  un  bénéfice,  lorsque  le  nombre  des 
individus  entrant  dans  l'assurance  va  en  croissant  ;  il  subit  au  con- 
traire une  perte  (du  moins  à  partir  d'un  certain  moment)  lorsque  le 
nombre  des  individus  nouvellement  entrés  dans  l'assurance 
décroit  d'iine  façon  suffisamment  rapide  ou  se  réduit  à  zéro. 

m.  —  Du  profit  de  capitalisation 

3.  —  On  a  un  profit  de  capitalisation  lorsque  le  taux  obtenu 
par  rassureuur  dans  le  placement  des  réserves  est  supérieur  au  taux 
qui  a  servi  de  base  au  calcul  des  primes.  On  voit  de  suite  que,  en 
désignant  par  i'  le  premier  de  ces  deux  taux  et  par  i  le  second,  le 
profit  de  capitalisation  est  proportionnel  à  la  dificrence  i'  —  i. 

En  efiet,  si  on  désigne  par  tV^n-t  montant  des  réserves  exis- 
tant au  début  de  l'exercice  considéré^  le  profit  de  capitalisation 
serait 

si  le  fonds  tVm-^  demeurait  inaltéré  jusqu'au  moment  où  l'on 
détmoine  le  pofit,  c'est-à-dire  jusqu  a  la  fin  de  l'exercice.  Il  n'en 
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est  pas  ainsi,  car  la  réserve  sVm_i  est  destinée  à  couvrir  aussi  Im 
risques  écbéant  au  cours  de  l'exercice  consi^^  :  n  on  désigne  par 

2:V®,„_i,  la  partie  de  la  réserve  ainsi  employée  et  si  on  suppose  que 
les  échéances  de  ces  risques  sont  uniformément  réparties  au  cours 
de  Tex^rcice,  on  pwt  conâdérer 

^mme  étant  la  somme  moyenne  capitalisée  p^idant  l'exerâoe  et 

(i'_i)(sV„_,-i£V»«..) 

comme  le  profit  de  capitalisation. 

Mais  il  est  évident  d'autre  part  que  le  profit  de  capitalisation  est 

égal  au  solde  d  un  compte  de  profits  et  pertes  des  fonds  nets  dans 
lequel  le  profit  de  mortalité  n'entrerait  pas  en  ligne  de  compte  : 
il  suf&rait  pour  cela  d'inscrire  aux  dépenses,  non  pas  les  capitaux 
réellement  payés  pendant  l'exercice,  mais  les  capitaux  qu'on 
aurait  payés  si  la  mortalité  réelle  coïncidait  parfidtement  avec  la 
mortalité  présumée.  Si  l'on  désigne  par  S  le  solde  d'un  pareil 
compte,  l'équation  : 

S  =  (i'  -  i)  (sV,-i  -  l  sV^j) 

peut  servir  à  déterminer  T. 

O.  —  Dans  des  conditions  économiques  normales,  le  taux  de 
l'intérêt  présente  une  tendance  à  décroître  plus  ou  moins  rapide, 
mais  agissant  presque  constamment.  D'autre  part  (dans  le  cas  du 
moins  des  réserves  positives)  il  faut,  pour  que  les  réserves  soient 
suffisantes,  que  leur  taux  de  capitalisation  effectif  soit  au  moins 
égal  au  taux  qui  a  servi  de  base  au  calcul  des  prismes  correspon- 
dant à  ces  réserves  :  il  en  résulte  que  l'assureur  ne  peut  se  passer 
de  tenir  compte  de  cette  tendance  de  Tintérêt  à  décrottie.  U  pwt 
le  faire  de  deux  façons  : 

a)  en  servant  pour  le  calcul  des  primes  et  des  réserves  d'un  taux 
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^'intéiiM  kâkmoT  «mim  fa^tnipeut  c&BsàMtet  comme  ^nmliMi 
momeal  ên.  odbvl. 

b)  en  adoptant,  dans  le  calcul  des  primes  et  des  réserves, 
l'hypothèse  d'un  intérêt  qfui  soit  fonction  déoroissaiite  (oantiirae  mk 
discontinue)  du  temps. 

La  première  de  ces  deux  méthodes  est  la  seule  employée  dan» 
la  pratique  :  le  choix  d'un  taux  unique  inférieur  au  taux  normal 
serait  d'ailleurs  à  conseiller,  même  dans  l'hypothèse  d'un  intéiét 
constant  avec  le  temps,  afin  d'éviter  le  risque  de  variations  acci- 
dentelles (*) 

10.  —  Indépendamment  des  profits  et  pertes  de  capitalisation 
proprement  dits,  les  variations  du  taux  de  l'intérêt  produisent  une 
variation  dans  la  valeur  des  biens  pvodncteuEs  d'intérêt  et,  par 
suite,  dans  la  valeur  du  patrimoine  qui  constitue  la  réserve  :  il 
jpeut  être  utile  de  s'occuper  aussi  de  celte  variation. 

Voici  en  effet  ce  qui  arrive  :  la  valeur,  en  tant  que  capital,  des 
i>iens  producteurs  d'intérêt  et  le  taux  de  la  capitalisation  variant 
en  raison  inverse  l'un  de  l'autre,  à  des  diminutions  du  taux  cor- 
respondent des  augmentations  delà  valeur  du  capital,  augmenta- 
tations  d'autant  plus  grandes  que  le  taux  de  l'intérêt  est  plus 
faible  («). 

Ces  augmentations  doivent-elles  être  considérées  comme  pure- 
ment nominales  ou  bien  constituent-elles  de  véritahbs  plus-values? 

(*)  En  ce  qui  concerne  b),  voir  dans  le  «  Journal  of  the  Inst.  of  Act.  ». 
H^T.  —  Australim  Mutual  Provident  Society,  vol.  XXXI,  pag.  325  ;  G.  H.  R., 
The^i  ofa  deereanng  rate  of  interest,  vol.  XXXII,  pag.  272,  et  dans  lés 
«  ^^ptnmBd  TmemÂ.  of  the  AeL  Soc.  of  Am.  ».  Fackler.  —  Proper  charges 
for  ÂmmUies  and  Insunmees,  etc..  vol.  IV,  pages  82,  68,  aoi.  —  Voir  aussi 
les  rapports  du  quatrième  congrès  des  ftctoaires. 

(«)  D'une  façon  plus  précise,  l'anij^tiide  des  oêôBê&oiu  prodaites  dans  la 
>-aleur  du  capital  par  les  variations  du  taux  de  l'intérôt  ert  iim»raemeiitpfopor- 
tionneUe  au  carré  du  taux,  s'U  s'agit  de  variations  infinitésimales  et  au  pro- 
duit du  nouveau  taux  par  l'ancien,  8»U  s'agit  de  variations  finies. 
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Dans  k  pratique,  cette  <{uestion,  assez  intéresttiite  m  point  de 

vue  économique  et  au  point  de  vue  de  la  comptabilité,  est  résoliM 
de  bien  des  façons  différentes  suivant  la  prudence  plus  ou  mcâns 
grande  de  ceux  qui  se  la  posent. 

Mais  en  ce  qui  concerne  les  réserves,  il  est  essentiel  de  mnarquer 
qu'elles  doivent  correspondre  à  des  capitaux  ayant  une  valeur 
déterminée  à  une  époque  future  déterminée  et  que  par  suite  on 
peut  laisser  de  côté  les  variations  éventuelles  du  taux  de  l'intérêt  et 
le  bénéfice  qnî  en  lésnlte  :  une  augmentation  dans  la  valeur  delà 
réserve  importe  peu  en  effet  quand  cette  augmentation  a  lieu  pa- 
rallèlement à  une  augmentation  égale  de  la  valeur  escomptée  des 
sommes  futures  que  les  réserves  sont  destinées  à  constituer. 

IV.  —  Participation  des  assurés  aux  bénétices 

il.  —  Le  mode  de  participation  des  assurés  aux  bénéfices  el  la 
valeur  de  cette  participation  sont  naturdlement  arioitraires. 

L'étude  des  méthodes  de  participation  employées  dans  la  pra- 
tique ne  peut  donc  avoir  pour  but  que  d'étudier  les  conséquences, 
pour  chaque  assuré,  de  l'adoption  de  telle  r^le  de  répartition  de 
préférence  à  telle  autre.  D'une  façon  générale  on  peut  <^>s6rver  que 
la  participation  des  assurés  aux  bénéfices  apparaît,  dans  les  so- 
ciétés d'assurances  mutuelles,  comme  une  conséquence  naturelle 
du  principe  sur  lequel  sont  basées  ces  sociétés,  principe  d'après 
lequel  le  bénéfice  est  un  suj^ment  versé  par  Tassuié  et  qui  do^ 
lui  être  rendu  :  au  contraire,  dans  les  sociétés  anonymes,  le  prin-^» 
cipe  de  la  participation  ne  peut  être  que  d'une  application  partielle, 
^imitée  le  j^us  souvent  aux  formes  d'assurances  les  plus  rénuméra- 
trices  (assurances  en  cas  de  mort)  ou  subordonnée  an  payemant 
de  là  part  de  Tassuré  d'une  surprime  iq^éciaie  (tarif  avec  participa- 
tion aux  bénéfices). 
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f  ^  —  La  part  de  chaque  assuré  participant  à  la  répartition 
des  bénéfices  peut  être  proportionnelle. 

a)  à  la  prime  annuelle  versée  par  l'assuré  ; 

b)  à  la  somme  assurée  ; 

c)  au  total  des  primes  payées  ; 

d)  au  montant  des  primes  capitalisées. 

Il  n'est  évidemment  pas  indifférent  d'adopter  telle  base  plutôt 
que  telle  autre.  Par  exemple  les  modes  de  répartition  c)  m  d) 
xondoisent  à  tenir  compte  de  la  durée  de  vigueur  de  Topératicm  ; 
on  a  vu  que  dans  les  opérations  en  cas  de  mort  le  profit  résultant 
-pour  l'assuré  (ou  pour  ses  héritiers)  de  l'opération  est  d'autant 
plus  grand  que  la  durée  de  l'opération  est  plus  petite  et  que  ce 
profit  peut  même  disparaître  ou  se  transformer  en  perte,  quand 
cette  durée  atteint  ou  dépasse  une  quantité  qu'on  peut  calculer  (*)  : 
les  modes  de  répartition  c)  eid)  servent  donc  à  dédommager  en 
partie  les  assurés  pour  les  lesquels  l'assurance  a  été  le  moins  favo- 
rable. Ces  modes  de  répartition  ont  en  outre  pour  but  de  favoriser 
les  assurés  plus  anciens  au  détriment  des  assurés  qui  abandonnent 
Fassurance  après  une  période  relativement  courte,  en  demandant 
le  rachat  de  leur  police. 

Enfin  la  part  de  chaque  assuré  peut  être  proportionnelle  ; 

e)  à  diverses  combinaisons  des  éléments  énoncés  plus  haut. 

13.  —  Le  payement  de  la  part  de  bénéfice  qui  revient  à  chaque 
assuré  peut  avoir  lieu  de  plusieurs  façons  : 

>    a)  directement,  par  le  payement  effectif  de  cette  part  en  numé- 

ji^aire  ; 

b)  en  portant  cette  part  en  diminution  des  primes  que  l'assuré 
.a.  encore  à  payer  ; 

c)  en  considérant  cette  part  comme  la  prime  unique  d'une  opé- 
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ration  complémentaire  de  même  nature  et  de  même  échéance  que 
l'opération  primitive; 

d)  en  constituant,  avec  les  bénéfices,  des  fonds  spéciaux  qu'on 
distribuera  après  une  période  d'accumulation  donnée  (en  général 
de  5  à  2o  ans)  aux  assurés  dont  les  contrats  smnt  encore  en 
vigueur  à  cette  époque, 

Le  dernier  de  ces  systèmes  permet  de  répartir  des  bénéfices  sou- 
vent assez  considérables  :  il  permet  en  effet  de  restreindre  le 
nombre  des  participants  (les  autres  assurés  perdant  leurs  droits 
soit  par  suite  de  décès  prématuré,  soit  surtout  par  abandon  des 
polices)  et  de  capitaliser  les  bénéfices  successivement  accumulés. 

Le  nom  de  répartition  tonlinière  donné  à  ce  procédé  provient 
d'une  opération  financière  proposée  par  le  banquier  napolitain 
Lorenzo  Tonti,  opération  que  le  gouvernement  français  a  essayé 
à  diverses  reprises  de  réaliser  (*). 

La  tontine  consiste  dans  l'amortissement  d'une  dette  initiale  au 
moyen  d'annuités  constantes,  à  répartir  d'année  en  année  entre 
les  créanciers  survivants  :  le  nombre  de  ceux-ci  allant  en  décrois- 
sant au  fîir  et  à  mesure,  la  part  de  chaque  créander  augmente 
aussi  graduellement  jusqu'à  atteindre,  pour  le  dernier  survi- 
vant, le  montant  total  de  l'annuité  d'amortissement. 

(*)  Essayée  par  Fouquet,  à  l'époque  de  Mazarin,  la  tontine  ne  put  avoir  lieu 
parce  que  le  Parlement  refusa  d'enregistrer  le  décret.  Des  opérations  tonti- 
nières  eurent  lieu  en  i686,  1696,  1709  et  furent  répétées  jusqu'à  cinq  fois 
pendant  la  période  1731-1759.  —  Le  gouvernement  anglais  y  eut  aussi  recours. 

£q  substance  la  tontine  n'était  pas  inconnue,  antérieurement,  de  quelques 
cités  italiennes  et  allemandes.  Cf.  Lbhr.  Tontmen  dans  le  «  Handw.  der 
Staatswissenchailea  j». 
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THÉORIE  DU  RISQUE 

E.  —  Définitions  et  principes  fondamentaux  de  la 

théorie  du  risque 

!•  —  Soieat  p^,  p^,  ^.  les  pti^ibilités  4*apparition  de  cer- 
tains événements  (i),  (2),  ...  (n)  :  supposons  que  l'apparition  de 
(i)  (i  =  I,  2,  ...  /i)  entraîne  l'obligation  pour  un  joueur  (a)  de  payer 
la  somme  à  im  autre  joueur  (P)  et  robU|g;atk>n  pour  (p)  de  payer 
la  somme    à  «. 

Si  ks  ^Mnements  considérés  s'excluent  sratueMement  et  «'ils 
sont  tels  qu'un  et  un  seul  de  ces  événements  doive  se  produire, 
on  a  : 

1=1 

et  nous  avons  défini  dans  ce  cas  les  quantités  : 

(SU 
t=n  ' 

comme  étant  les  valeurs  probaMes  des  espérances  —  autrement  éKt 
^BS  espérances  mathématiques  —  du  premier  et  du  second  joueur. 
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Le  jeu  a  été  dit  équitable  si  Ton  a  : 

i=n 

(3)  A  —  E  =2p»      —  E<)  =  o 

1=1 

(ch.  I,  i"  partie,  n*  8). 
Séparons  maintenant  la  somme 

isit 

2/>i  (Ai  -  Ei) 

m  deux  autres  sommes,  la  première  étendue  aux  valeurs  de  i  pour 
lesquelles  Ai  —     >  o,  la  seconde  aux  valeurs  de  i  pour  lesquelles 

Ai  —  Ei  <  o. 
Si lequation  (3) 

Ai>Ei  ^  A.<E< 

est  vérifiée,  on  en  déduit  : 

2  Pi(Ai-  El) =-  ;2  Pi  (Al  -  Ei) 

A,>E.  A.<E< 

Si  on  envisage  les  valeurs  absolues  |  Aj  —  E»  [  des  différences 
Aj  —  Ei  et  si  l'on  pose 

D  =  2  />i(Ai-Ei)=  V  p.  (E,  -  Ai) 

A,>Ei  Ai<Ei 

on  a  : 

(4)  D  =  i2P'|Ai-E*l 

i=  I 

La  quantité  D  définie  par  la  formule  (4)  s'appelle  le  risque  ma- 
thématique du  jeu  considéré.  En  même  temps,  les  quantités 

(5)  D,=  2^(^  — ^) 

A,>E, 

(6)  D,=  2  i)i(Ei-.Ai) 

E.>A 
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expriment  la  valeur  des  gains  espérés  respectivement  par  le  premi^ 

joueur  et  par  le  second  :  nous  appellerons  la  première  risque  ma- 
thématique de  (a)  par  rapport  à  (^)  et  la  deuxième  risque  mathé- 
matique de  (jS)  par  rapport  à  (a).  Ces  quantités  coïncident  avec  D 
lorsque  l'équation  (3)  est  véiifiée. 

^.  —  Nous  dirons  de  même  que  le  maximum  de  la  différence 
\.  —  E,  est  le  risque  maximum  du  premier  joueur  par  rapport  au 
second  et  que  le  maximum  de  la  différence  Ei  —  Ai  (Ei  >  Aj)  est  le 
risque  maximum  da  second  joueur  par  rapport  au  premier. 

(7)  M  =  +y/^Pi(Ai-E.)' 

s'appellera  risque  moyen  de  l'opération  considérée. 

3.  —  U  est  évident  que,  en  supposant  le  jeu  équitable, 

Ai>E< 

peut  être  considéré  comme  la  mise  que  (a)  devrait  payer  à  un  troi- 
sième joueur  (y),  pour  être  indemnisé  par  ce  dernier  de  la  perte 
qu'il  aurait  à  subir  en  cas  d'apparition  d  un  des  événements  (i) 
pour  lesquels  Ai  >  Ei.  De  même  * 

(8)  2  Pi(Ai-Ei-D) 

Af>Bi+D 

représente  la  mise  que  (7)  devrait  payer  à  son  tour  à  un  quatrième 
joueur  {^)  pour  être  indemnisé  par  ce  dernier  de  la  perte  qu'il  au- 
rait à  subir  en  cas  d'apparition  d'un  des  événements  pour  lesquels 
on  a  : 

Ai  >  Ei  -t-  D. 

Et  ainsi  de  suite  ;  les  risques  D,  D',  D  ...  sont  appelés  respectif 
vement  risques  du  premier,  du  second,  du  troisième...  ordre. 
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qae»  û  Tune  an  moins  des  différences 
Ai  —  Ej  est  poûtive,  les  nombres  D,  ly» ...  déterminent  une  série 

infinie  à  termes  positifs,  convergente  quel  que  soit  le  système,  des 
qjoantités  ,  p^^  et  ayant  pour  somme  le  risque  maximum  de  a 
par  rapport  à  j3. 

La  définition  même  des  quantités  D,  D',  W.,,  prouve  qu'aucune 
de  ces  quantités  ne  peut  être  inférieure  à  zéio.^ 

Il  est  au  contraire  nécessaire  de  démontrer  que,  en  désignant  par 
D^'*''  le  terme  général  de  la  série,  on  ne  peut  jamais  avoir  pour  au- 
cune vakoir  finie  de  r 

Il  sera  démontré  que  l'on  a  : 

D  >  D'  >  D'  ...  >  ...  >  o 
si  Ton  prouve  que,  etk  supposant 

(9)  DC— )>o 

il  y  a  au  moins  une  valeur  de  la  différence  A{  —  £<  pour  laquelle 

l'inégalité 

(10)  Ai  —  Ei  —  (D  H-  D'  4-  ...  -h  D^'- >  o 

est  satisfaite  ou,  en  d'autres  termes,  si  l'on  prouve  que  l'hypothèse 
DC''— >  a  entraîne  nécessairement  D^''^  >-  o 
Posons,  pour  abréger  Xj  =  Aj  —  £( 

S^'^)  =  D  -h  D'  H-  ...  -h  D(') 

et  soit     la  plus  grande  des  différences  Xt. 

Si  dans  l'expression 

on  remplace  chacune  des  quantités  Xi  qui  figurent  dans  le  second 

(1)  Cette  proj^oaition  contient  implicitement  la  suivante.  : 


nombre  pur  «(^i  et  ai  oa  remarque  ^  ^  je,j<,,  oa  a  évidem- 
ment : 

d'où 

—  S('—»>  —  D^»— =  ajîx  —  S^»— ')  >  o 

et  l'inégalité  (lo)  est  bien  vérifiée.  Si  on  si]4^po8e  qu*il  existe 
d'antres  valeurs  x^_^,  «pt—j  . . .  de  cci  pour  lesquelles  l'inégalité  (  i  o) 

soit  vérifiée,  on  aura  évidemment  : 

l       P^{x^  -  s('-o  +      ^  (^^^_  ^     s('- 0)  + ... 

(  a:.>s('— 

Supposons  maintenant  que  la  série  D  -h  D'  -+-  D''  -f-  ...  soit  di- 
vergente ou  bien  qu'elle  soit  convergente,  mais  qu'elle  ait  une 
somme  supérieure  à  x^i.  Il  serait  alors  possible  de  déterminer  un 
nombre  k  suffisamment  grand  pour  que  l'on  eût 

D  -h  D'  -+-  D"  -h  ...  -i-  D(^^  >  x^ 

pour  les  valeurs  k=zk^  k-i-  i,  

Il  en  résulterait 

contrairement  à  la  proposition  démontrée  ^us  haut. 
Mais  la  convergence  de  la  série  D  +  ly  h-  D*  +  ...  entraine  : 

lim  DW  =  o. 

rs=oo 

On  a  alors,  à  cause  de  la  relation  (lo) 

(il)  Aj,  —  Ej,  =  D  -H  ly  -h  ly  -h ...  in  inf. 

et  la  proposition  énoncée  est  démontrée. 
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Il  n'y  a  pas  lieu  de  s'occuper  des  valeurs  Xi  telles  que  Xi  <C  car 
pour  ces  valeurs  on  a  : 

Xi  — S(^)<oC). 

4.  —  Le  problème  qui  se  présente  le  plus  souvent  est  beaucoup 

plus  simple. 

Soit  p  la  probabilité  d'apparition  d'un  événement  quelconque. 
On  peut  supposer  que  des  deux  joueurs  l'un  (a)  tienne  la  banque  : 
l'autre  (J3)  doit  verser  dans  tous  les  cas  à  (a)  la  mise 

(11)  E=pA 

et,  contre  cette  mise,  (a)  lui  promet  le  pavement  de  la  somme  A 
si  l'événement  considéré  se  produit.  Dans  ce  cas,  le  risque  mathé- 
matique de  (P)  par  rapport  à  (a)  est  évidemm^t 

Dj  =  qE     (en  posant  q  =  i  —  p), 
le  risqae  mathématique  de  (a)  par  rapport  à  (P)  est 

D,=p(\--E) 

et  l'on  a,  à  cause  de  l'équation  (i  i) 

D,=D,==D. 

On  aura  de  même  : 

ly     g»E.  ly  ==  9»E,      =  g%  ... 

(12)  D  -t-  D'  -i-  D' -4-  ...  =  E(5  -f-  9^         =  ...)  =  E^=  Ag 
Mais  Afy  =  A  —  E  est  précisément  le  risque  maiimnm  de  (a) 

par  rapport  à  (p). 

La  rdiation  (12)  n'est  en  effet  qu'un  cas  particulier  de  la  relation 
(10),  démontrée  précédemment.  Elle  correspond  au  cas  où  Ton  a  ; 
11  =  2,  />!=/>,  A4  =  A(i  —  p),  E,  =0 
p,  =  I  — p.  A,  =  E,  =  o. 

5.  —  Soit  maintenant  un  événement  auquel  corresponde  pour 
(a)  une  perle  Xi  comprise  dans  les  limites  xzh  —  :  supposons  que 

(1)  Le  théorème  énoncé  dans  ce  paragraphe  a  été  démontré  pour  la  prendira 
fois  par  M.  Bohlma?»n,  Mittheilungen  des  Verbandes  der  ôiterr.  md  wiy.  Veni- 
cherungstechnikert  mai  190a. 
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la  probabilité  d'apparition  de  cet  événement  soit  f  (a;)cb.  Les 
sommes 


(=1 

i—n 


deviennent  alors  les  intégrales  : 


/+<» 


00 

/+00 


00 


De  même  D  et  M  se  trouvent  définis  par  les  équations 

/OO 
x^{x)dx  =  D 


o 

ce 


/03 
x^(x)dx  =  W 


et  enfin 


(o;  — D)^(a;)c&  =  D' 


(i5) 


o 

>0B 


Ç   (aî  — D  — D')?(«)dx  =  D' 


D+D' 

expriment  les  risques  mathématiques  de  (a)  d'ordre  supérieur  au 
premier.  Dans  ce  cas,  on  a  encore,  en  employant  les  notations 

Broggi  i3 
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dn  numéro  ptéoléNà  : 


8(r--a) 


et 


S(r— a) 


DW>o   si  D^'-')>o 

lim  D^'')  =  o 


r=.OQ 


lim  S^'*^  =  «{1 


r=c» 


Un  cas  particulièrement  intéressant  est  celui  de  la  loi  continue 

de  probabilité  définie  par  la  fonction  de  Gauss  : 


—  /-  e 


On  trouve  alors,  en  se  servant  de  relations  bien  connues  (')  : 


2h^ 


M  r- 

(i6)  g  =  \r^' 

^.  On  se  sert  assez  souvent  de  la  relation  (i6)  quand  il 

s'agit  de  déterminer  le  risque  mathématique  d'un  groupe  d'opéra- 
tions en  se  servant  des  risques  des  diverses  opérations  considérées 
f^parénifflit. 


(1)  V<»r  !«•  partie,  chap.  I,  §  5. 
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Connaissant  les  risques  moyens  unîtaira. 

des  opérations  (i),  (2),  (3),  U  est  possible  d  en  déduire  le  risque 
moyen  M  du  groupe  formé  par  ces  opérations  :  au  contraire  il 
n  est  pas  possible,  sauf  dans  des  cas  spéciaux,  de  déduire  des  ris- 
ques mathématiques  unitaires  D„  D„  D,  ...  des  diverses  opéra- 
tions le  risque  mathématique  D  du  groupe  total. 

Nous  avons  vu  (*)  que  si  on  désigne  par  m„  m„  /Wj. . .  les  errwirs 
moyennes  commises  sur  a,  6,  c  ...  et  par  m  Terreur  moyenne 
commise  sur  a  +  6  h-  c  +      on  a  la  relation  : 

(^7)  jn«  =  m,*  -^  m,*  -t- 1113*  H-  ... 

Cette  relation  subsistera  dans  le  cas  actuel,  à  cause  de  l'identilé 
des  définitions  relatives  aux  m  et  aux  M.  Plus  généralement,  sup- 
posons que  le  montant  de  la  première  opération  soit  k  montant 
de  la  deuxième  s^,  et  ainsi  de  suite  et  remarquons  que,  si  C  est 
une  constante  et  si  m(a)  désigne  l'erreur  moyenne  de  a,  on  a  : 

m(Ca)  =  C/n(a)  Q. 

Si  M  représente  encore  le  risque  moyen  relatif  à  l'ensemble  des 
opérations,  on  aura  alors  : 

(18)         M»  ==  s,m,^  +  s,m,^  -H  s,m,^  +  

Si  on  appelle  D  le  risque  mathématique  du  groupe  d'opérations 
et  si  on  se  sert  de  l'équation  (16)  pour  calculer  ce  risque,  on  aura  : 

Ce  calcul  n'est  évidemment  légitime  que  dans  un  seul  cas,  celui 
où  la  loi  des  erreurs  de  Gauss  peut  servir  à  définir  effectivement 

(»)  Idem,  §  3. 
(S)  On  a  effet 

(CaO)  =  Z(a»(a)  =  Clacp(a)  =  Ca<> 
jm(Ca){s«  =  S(Ga  -  Go0)2  ç  («)  =  eau  (a  -  a0)2ç(a)  =  es 


m 
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les  probabilités  dont  nous  nous  occupons.  Ceci  a  lieu  lorsqu'on 
suppose  qu'il  y  a  un  nomkre  infini  d'opérations  de  même  montant 
indépendantes  les  unes  des  autres  :  l'application  de  la  formule  (19) 
à  des  cas  où  le  nombre  des  opérations  est  au  contraire  fini  ne 
donne  qu'une  valeur  approchée  et  l'approximation  est  d'autant 
plus  faible  que  le  nombre  des  opérations  considérées  est  plus  petit, 
sans  qu'on  puisse  d'ailleurs  fixer  pour  chaque  cas  une  limite  de 

l'erreur  ainsi  commise  (*). 

Les  auteurs  qui  ont  étudié  la  théorie  du  risque  ont  introduit  tour 
à  tour  les  deux  quantités  D  et  M  :  aucune  de  ces  quantités  ne  per- 
met de  caractériser  complètement  les  conditions  d'un  jeu  donné,  à 
l'exclusion  de  l'autre  quantité,  et  dans  le  cas  où  elles  ne  diffèrent 
que  par  un  facteur  constant  (cas  où  la  loi  de  Gauss  est  valable), 
elles  remplissent  exactement  le  même  objet  l'une  et  l'autre  :  cepen- 
dant grâce  à  la  possibilité  de  déterminer,  sans  aucune  condition, 
le  risque  moyen  d'un  groupe  connaissant  les  risques  moyens  des 
diverses  opérations  formant  le  groupe,  la  théorie  basée  sur  la  con- 
sidération du  risque  moyen  présente  un  degré  d'achèvement  qu'il 
est  impossible  d'atteindre  par  une  autre  voie. 

7.  —  Soient  X  joueurs  différents  jouant  le  même  jeu  et  soit 
^        —  ...  =  «X  =  I-  La  formule  (18)  nous  donne  : 

Au  contraire,  si  on  désigne  par  la  mise  de  chaque  joueur  et 
par  E  la  mise  totale,  on  a 

E,  =  XE 

de  sorte  que,  tandis  que  E  croît  en  raison  directe  de  X,  M  croit 
seulement  en  raison  directe 

Les  deux  relations  précédentes  donnent  de  même  : 

(i)  Cf.  BoHLMAjm.  —  Lehensversichermgsmth,,  note  i68. 
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On  désigne  ^  sous  le  nom  de  risque  moyen  relatif  d'un  grwpe^ 

par  opposition  avec  M  qui  est  le  risque  moyen  absolu.  La  relation 
(20)  montre  que  le  risque  moyen  relatif  croît  en  raison  inverse  de 
la  racine  carrée  du  nombre  des  opérations  semblables  ooQStîtuanl 

le  groupe  considéré. 

G  est  à  juste  titre  qu'on  a  considéré  l'équation  (20)  comme  expri- 
mant le  principe  de  l'assurance,  sous  sa  forme  la  plus  efficace.  Non 
seulement  cette  équation  montre  la  possibilité  d'appliquer  le  pro- 
cédé de  l'assurance  toutes  les  fois  que  Ton  a  affaire  à  un  ensemble 
d'éléments  pour  lesquels  à  un  changement  d'état  déterminé  corres- 
pond une  probabilité  déterminée  jo,  mais  elle  permet  aussi  de  voir 
comment  l'application  d'un  tel  procédé  est  d'autant  plus  efficace 
que  le  nombre  des  éléments  associés  est  plus  grand  et  elle  fournit 
une  mesure  du  degré  de  certitude  du  procédé  lui-même  en  fonc- 
tion de  son  degré  d'extension  plus  ou  moins  grand. 

8.  —  Soient  X  joueurs  différents  auxquels  on  devra  payer  res- 
pectivement les  sommes 

si  un  événement  E,  objet  du  jeu,  a  lieu. 
Soit  à  trouver  le  système  de  rapports 


rendant  minimum  le  risque  moyen  relatif 

M  Mt       H-  V  ...  -hV" 

*i  "+~     •••      *X  f|  -I-  *i  •••-+-  *x 

et  rendant  par  suite  minimum  le  risque  moyen  absolu  M,  si  l'on 

suppose    -h  Sj ...  -h  Sx  constant. 
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Ml  étant  indépendant  du  moataat  de  s^,  le  problème  se  ramàne 
au  suivant  :  rendre  mimmum 


^s^^  -h  s,^  -h  ...  •+-  ^1  4-  a,*  -H  ...  o^* 

*f  ~f~  3j  ~+-  •••  1  H—         „,  -4- 

Si  l'on  pose  : 

I  -h      H-     +  V 
on  doit  avoir  f  =  minimum 

(i»')  g  =  o  (i==i,a,3...X) 

Le  système  des  équations  (21)  se  ramène  au  suivant  : 

«j  H-  «2^  -i-  ...      ttj  —  a^*  —  Cj*  ...  —       =  I 
«t     «t  «8  -h  a,*  ...     aj^  a,  —  a,*  —  a,*  ...  —  aj^*  =  i 

-H  «X  S  "*~     ^3  ~*~  —      <*x*  —  ^1*  "~  •••  —  «x*  =  ' 
qui  admet  la  solution 

02  =  a  j  =  . . .  =     =  1  • 

Le  risque  moyen  relatif  et  le  risque  absolu  sont  donc  minimum, 

toutes  choses  égales  d'ailleurs,  lorsque  les  parts  des  divers  joueurs 
dans  le  jeu  sont  égales. 

9.  —  Etant  donné  un  groupe  d'assurés  dont  les  assurances  sont 
identiques  dans  tous  leurs  éléments,  l'adjonction  à  ce  groupe  d'un 
nouveau  groupe  d'assurés  a  pour  effet  de  diminuer  le  risque  rela- 
tif, si  le  montant  de  chacune  des  nouvelles  assurances  coïncide 
avec  le  montant  des  assurances  primitives.  Si  au  contraire  le  mon- 
tant des  nouvelles  assurances  est  supérieur  à  celui  des  assurances 
précédentes,  le  risque  relatif  pounra  augmenter  ou  diminuer,  sui- 
vant que  l'influence  de  l'augmentation  du  montant  de  chaque  nou- 
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véÊb  assurance  l'emporte  sur  rinfluenoe  de  l'af^gmentetioa  d« 
nombre  des  assurances  ou  inversement. 

Les  problèmes  qui  se  posent  à  ce  sujet  peuvent  se  ramener  au 
type  suivant.  Soit  un  groupe  de  1  assurances  semblables  de  mon- 
tant égal  à  l'unité  et  un  groupe  de  assurances  de  montant  s 
(s  ;zf  I  et  >  o)  semblables  aux  précédentes  :  on  demande  de  ào- 
terminer  s  (ou  X)  en  supposant  donné  Xi  (ou  s)  de  façon  que  le 
risque  moyen  relatif  du  groupe  (X  -4-  XJ  coïncide  avec  le  risque 
moyen  relatif  du  groupe  primitif  (X)  ou  soit  à  ce  risque  dans  un 
rapport  donné.  On  voit  immédiatement  si  l'on  désigne,  p»  C 
le  rapport  dn  risque  rdbitif  du  groupe  (X)  ÊXk  risqae  du  gxoi^ 
(X  -H  X^),  l'équation  du  problème  est  : 


On  peut  encore  poser  le  problème  d'une  façon  plus  générale  en 
supposant  que  le  groupe  primitif  comprenne  X  individus  assurés 
pour  des  sommes  différentes  Sj,  «2,  ...  «x  que  le  nowvea»  groupe 
qui  vient  s'adjoindre  au  précédent  comprenne  Xi  individus  assurés 
pour  les  sommes  s\,  s'^, ...  s'-^,  les  autres  éléments  de  l'assurance 
restant  les  mêmes  :  on  deman^  alm  qudles  eondtitkms  deivmt 
remplir  les  s  pour  que  le  risque  moyen  relatif  du  groupe  (X  4-  XJ 
coïncide  avec  le  risque  moyen  relatif  du  groupe  (X)  ou  soit  dans 
un  rapport  donné  avec  ce  risque. 

On  trouve,  par  exemple      que  si  Ton  pose  : 


X*  ==  g,  -f- 


l'inégalité 


«X» 


\  s'  =  s\ 


s' 


\  f  » = -f.    ...  -h 


(^)  IIalsdorff.  —  Das  Risiko  bei  Zufallspielen  dans  les  «  Berichte  dw  math, 
phys.  kl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften,  nov»  1897.  ptge  5ii. 
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exprime  la  condition  pour  que  le  risque  relatif  de  (X  -f-  X,)  ne  dé- 
passe pas  le  risque  de  > . 
Si  on  suppose 

la  condition  (22)  devient  la  suivante  : 

Cette  condition  est  évidemment  satisfaite,  quel  que  soit  X^,  si 
Ton  a  s'  =  2  :  ce  n'est  que  pour  des  valeurs  de  s'  supérieures  à  2 
qu'il  y  a  lieu  de  chercher  une  limite  inférieure  de  Xf  On  voit»  d'une 
façon  analogue,  que  la  condition  (2a)  est  satisfaite  quel  que  soit 

Xi,  si  l'on  a  : 

#'1  12 

n.  —  Notion  de  risque  dans  le  cas  partioulier 
des  assnranoes  sur  la  vie 

10.  —  Pour  une  compagnie  d'assurances,  on  peut  particula- 
riser la  notion  générale  de  risque  soit  d'une  façon  immédiate,  soit 
en  appdant  risque  de  la  compagnie  la  somme  des  risques  des 
diverses  opérations  contractées  par  cette  compagnie  et  en  vigueur 
à  un  instant  déterminé. 

M.  Bohlmann  part  d'un  ensemble  d'opérations  F  en  vigueur  à 
un  moment  déterminé  t,  qu'il  suppose  coïncider  avec  la  ûn  d'un 
exerdoe.  Il  su|>pose  i**)  que  les  hypothèses  relatives  à  la  mortalité 
et  à  la  loi  de  capitalisation  coïncident  avec  la  réalité  ;  2^)  que  les 
divers  risques  dont  se  compose  F  sont  indépendants  les  uns  des 
autres  (ce  qui  suppose  qu'on  a  réuni,  s'il  y  a  lieu,  en  une  opéra- 
tion unique  les  diverses  opérations  contractées  par  un  même 
assuré)  ;  3**)  que  le  payement  des  capitaux  en  cas  de  mort  a  lieu  à 
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la  fin  de  l'exercice  au  cours  duquel  s'est  produit  le  décès.  Il  intro- 
duit alors  la  notion  de  groupement  des  décès  fatars  :  pour  obtenir  un 
pareil  groupement  il  faut  assigner  pour  chaque  assuré  l'exercice  au 

cours  duquel  devra  avoir  lieu  le  décès.  Lè  nombre  fx  des  groupe- 
ments logiquement  possibles  est  fini  :  on  peut  donc  les  ranger 
d'après  un  procédé  arbitraire  choisi  une  fois  pour  toutes  et  les  nu- 
méroter. 

Considérons  maintenant  une  période  quelconque  («4,  t^)  (l'instant 

<2  étant  postérieur  à  l'instant  /j)  :  nous  considérerons  comme  dé- 
penses A,  pour  cette  période,  le  montant  des  payements  de  sommes 
assurées  qui  doivent  avoir  lieu  au  cours  de  la  période  et  le  mon- 
tant des  réserves  à  la  fin  de  la  période  ;  nous  considérerons  comme 
recettes  E  les  primes  nettes  encaissées  au  cours  de  la  période  et  les 
réserves  existant  au  moment  /  (A  et  E  désignent  les  valeurs  de  ces 
dépenses  et  de  ces  recettes  escomptées  à  l'instant  t).  Il  est  évident 
qu'à  tout  groupement  n  des  décès  futurs  correspondront  aus»  une 
valeur  A»  de  A  et  une  valeur  E»  de  E. 

Si  Çn  désigne  la  probabilité  pour  que  le  groupement  des  décès  fu- 
turs soit  le  groupement  n,  les  expressions  : 

D,=2^n  (An-E„) 

A„>E„ 

sont  respectivement  le  risque  mathémaiique  de  la  compagnie  d'as- 
surances à  régard  deT  e^k  risque  mathématiqae  deT  à  l'égard 
de  la  compagnie  ; 

n=  I 

est  le  carré  du  risque  moyen  M  de  l'ensemble  F  ;  de  même  A«  — 
et  les  valeurs  maxima  de  A»  —     et  de  E«  —  A»  définissent  res- 
pectivement le  profit  (poritif  ou  négatif)  dérivant  du  mode  de  grou- 
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pement  n  et  le  risque  maximam  de  la  eompagnie  k  ié^mrd  êeV  ovl 

deV  à  Végard  de  la  compagnie. 

Si  on  prend  pour  F  une  opération  unique,  on  a  risque  dune 
opération  pendant  la  période  t^, 

D  une  façon  plus  précise  :  i«  Fhypotkèae  <  =  étant  Tinslant 
iakkl  de  lop^ion  et  coïncidant  avec  l'instant  final  de  Topéra- 
tion  (ou,  ce  qni  revient  au  même,  =  c»  ),  donne  le  risque  de 
l'opération  (*)  ; 

2^  t  =  i^=:m,  m  étant  le  nombre  des  années  de  idgaenr  de 
l 'opération  an  moment  delà  dét^rminatioa  da  risque,    =:  oo  »  donne 

le  ris^  de  topération  pour  la  période  de  vigueur  résiduelle  ; 

3°  <  =  =  -f.  I  donne  le  risque  de  l'opération  pour  l'exer- 
cice suivant  ; 

il  =  t^y  <2  =  t|  +  I  donne  le  risque  d'm  eoseréœ  (appdé 
d'habitude  risque  annuel). 

III.  —  Risque  mathématique  d'une  rente  viagère 
et  d'un  capital  en  cas  de  mort 

il.  —  Dans  le  cas  d'une  rente  viagère  unitaire  anticipée  payable 
à  Fâge  X,  les  payements  possibles  derassureur,  rapportés  au  début 
de  Topération,  ont  les  valeurs 

I,  I  -h  V,  1  H-  V  -h  V*,       I  -f-  w  H-  v*  -h  ...  -h  u**—*— » 

selon  que  l'assuré  meurt  au  cours  de  la  première  année,  de  la 
deuxième  année,  ...  ou  qu'il  ne  meurt  qu'à  l'âge  extrême  w,  que 
nous  considérons  comme  physiquement  impos^Ie  de  dépasser. 

{*)  Dans  ce  cas,  si  le  principe  de  Téquivalence  des  engagements  de  l'assuié 
et  de  l'assureur  s'applique,  on  aura  : 

Di  =  Da  =2î»  (A«-  E,)  =  D. 


Po80ii»4'mie  façon  générale  ; 

I  —  _ 
I     V  "h  ...     u"~*  =  — 2 —  =  I 

La  différence  ax  —  ajTf  représente  le  profit  ou  la  perte  (suivant 
c[ue  l'on  a  aiTl  <C  ax  ou  an!  >  a^r)  résultant  pour  l'assureur  du 
décès  de  l'assuré  (x)  au  cours  de  la  n^  année  de  vigueur  da  Vo^à^ 
ration. 

Si  Ton  désigne  par  n—ilqx  la  probabilité  pour  que  (x)  meure  à 
un  âge  de  l'intervalle  (x  -i-  n  —  i,  x  -h  /i),  la  quantité 

11=1 

représentera  le  risque  mathématique  de  l'op^ation  oonsîdiSrée 
pour  lé  cas  où  les  engagements  de  l'assureur  et  de  l'assuré  sont 
égaux. 

On  voit  immédiatement  que  la  formule  (28)  s  applique  aux 
rentes  payables  par  termes  échus  aurai  bien  qu'aux  rentes  payables 
par  anticipation  :  la  valeur  de  la  rente  viagère  unitaire  échue  est 

en  eûet 

a,  =  ar  —  I 

et  la  valeur  des  payements  de  l'assureur  dans  le  cas  des  rentes 
échues  devient  de  même 

a^î  — I 

en  supposant  que  l'assuré  meure  au  cours  de  la  n^  année  de 
vigueur  de  l'opération. 

Supposons  maintenant  qu'on  veuiik  calculer  le  risque  mathé- 
matique D(^)(aJ,  après  qu'il  s'est  écoulé  m  années  depuis  le  début 
de  l'opération. 
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A  ce  momoit,  le  montant  des  léserres  est  a«+w>  les  payements 
ultérieurs  de  Fassureur  peurait  ayoir  les  valeurs 

9l7\$  Ma|y  ...  A«i — X — ml 

et,  la  probabilité  de  décès  à  un  âge  de  l'intervalle  (x  4-  m  -f-n  —  l, 
x  -h  m  -h  n)  étant  désignée  par  «—il 5»+ m,  on  peut  évidemment 
écrire  : 

doù 

(24)  I>(m)(a')  =  ï>(ax-f-)- 

f  —  Considérons  maintenant  mie  assurance  miitaire  en  cas 
de  mort  Ax,  contractée  à  Fâge  x  :  la  val«ir  des  payements  possibles 
de  l'assureur  s'exprime  par  v,  u%  ...  u^"""^  suivant  que  l'assureur 
meurt  pendant  la  première  année,  la  deuxième  année ...  de  vigueur 
de  Fopération  ou  qu'il  atteint  Tâge  extrême  &)  :  le  risque  mathéma- 
tique D  (A,)  est  donc  défini  par  la  formule  : 

n=ti> — n 

I>(A,)  =  Î  2  »-il9'lA.-»"i  = 

(2b)  ' 

2 


11=  00 


n — I 


et  le  risque  mathématique  D(^)(A^)  rapporté  au  dâmt  de  la 

^jn  4-  i)e  année  de  vigueur  de  l'opération  est  de  même  : 


d'où 

(27)  D(«)(Ax)  =  D(A,+n»)- 
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13,  —  Au  contraire,  si  on  désigne  par  D(Pa.)  le  risque  mathé- 
mathématique  d'une  assurance  en  cas  de  mort  à  prime  annuelle 
constante  P«  au  début  de  l'opération  et  par  D^.,^  (Px)  le  risque  de 
la  même  assurance  après  m  années,  on  aura  : 

I>(«)(P,)<D(P,+„0. 
La  valeur  de  D  (P«)  est  la  suivante  : 

(28)  D(P,)  =  i21"-'l«*l*^l^'-""l 

En  effet  P^a^i  est  la  valeur,  rapportée  au  début  de  l'opération, 
des  n  primes  de  montant  P*  payées  par  l'assuré  au  début  de  la 
première,  de  la  deuxième  de  la  année  de  vigueur  de  l'opé- 
ration :  V*  est  la  valeur,  rapportée  au  même  moment,  du  payement 
que  l'assureur  devra  effectuer  si  le  décès  a  lieu  au  cours  de  la 
n"  année. 

Après  qu'il  s'est  écoulé  m  années  sans  que  le  décès  de  l'assuré 
ait  eu  lieu,  on  a  d'une  part  comme  recettes  de  l'assureur  la 
réserve  mV^  constituée  pendant  les  m  premières  années  et  la  valenr 

des  primes  éventuelles  futures  et  d'autre  part  w«  comme  dépenses 

de  l'assureur,  rapportées  au  début  de  la  m  •+■  i  période  de  vigueur 
de  l'opération  et  dans  l'hypothèse  où  x  mourrait  à  un  âge  de  l'in- 
tervalle (rr  +  m  -t-  n  —  i,  a;  -h  m  -i-  n). 
On  en  déduit  : 

00  =n 

(29)  I^(m)(P«)  =  2  *-i  I  î^+m  I  *r|  Px  —  V»| 

11=  I 

Si,  dans  cette  formule,  on  effectue  les  substitutions  suivantes  : 

•4s 
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on  obtient  : 


(3o) 


n=:i 


13.  —  Il  est  facile  de  voir  que  ron  a  : 
(3i)  D(A,)  =  d.D(ax) 

IV.  —  Nombre  critique 

14.  —  Le  nombre  critique  ou  durée  mathématique  de  ax  est  le 
plus  grand  entier  E(n)  contenu  dans  la  racine  n  de  Féquation 

(33)  a»  — aïrj  =  o. 

C'est  parmi  les  valeurs  possibles  du  nombre  d'années  de  vigueur 
de  l'opération  considérée  celle  à  laq[uelle  ne  correspond  ni  proGt 
ni  perte  pour  l'assureur. 

15.  —  En  multipliant  l'équation  (33)  par  d  =  jzfTi  ®*  ^ 
ajoutant  et  retranchant  l'unité,  nous  obtenons  : 

(34)  (i  —  <fel.)  —  (i  —  dairO  ==  o- 
Mais  on  a  : 

I  —  dajt  =Ax 
I  —  daT]  =  v« 
et  Féquation  (34)  peut  s'écrire  : 

(35)  A.  — 1>»»=:0. 
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La  rtdnB  n  de  l'équation  (33)  est  aussi  racine  de  l'équation  (35)  : 
A,  —  i;"  n'étant  pas  autre  chose  que  le  terme  général  de  la  somme 
D  (A,),  il  en  résulte  que  les  nombres  critiques  relatife  k  la  reate 
viagère  a,  et  à  l'assurance  en  cas  de  mort  A,  coïncident. 

Si  Ton  suppose  que  Fassurance  en  cas  de  mort  A.  soit  payable 
au  moyen  déprimes  annueUes  P„  le  nombre  critique  n  se  trouvera 
deimi  par  l'équation  : 

W  Px  a;rï  —    =  o. 

Mais  les  équations 

_       I  —V» 

a«,  =  -^ 

Px  H-  d  =  ~ 

ax 

Pxftx  —  Ax 

donnent  immédiatement  : 

^•(Px-i-d)  — Px  =  0 
—  ax  =  Ax  V^=:0 

et  on  en  déduit  ce  théorème  :  Je  nombre  critique  de  l'assurance  en 
cas  de  mort  est  le  même,  queJes  primes  soient  desp  runes  uniques 
ou  des  primes  annuelles  constantes. 

te,  —  Soit  une  assurance  mixte  A^f  d  une  durée  m  contractée 
à  Fâge  X  :  on  peut  la  concevoir  comme  étant  une  assurance  en  cas 
de  mort  contractée  au  même  âge  par  un  individu  pour  lequel  la  loi 
de  survie  l'^  serait  définie  par  les  égalités  : 
(37)         =  /„  l',^,  =  i^^^  ...  ^  ^^^^      i,^^^  ^ 

Dans  ce  cas  la  valeur  de  la  rente  viagère  temporaire  de  m 
années  (ma,  est  aussi  identique  à  la  valeur  d'une  rente  viagère  a', 
déterminée  en  parlant  de  la  loi  de  survie  (Sj). 

Si  l'on  pose  : 

A'x  =  1  -  da'x  =  I  -  d|„ax  =  AarmI 
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le  nombre  critique  de  l'assurance  mixte  Xxîn]  eu  de  la  rente  tempo- 
raire mia^  pourra  être  déduit  indifTéremment  de  l'une  ou  de  l'autre 
des  équations 

Axm|  —  =  O 
ftâml  —  =0 

lesquelles  définissent  des  valeurs  de  n  indépendantes  du  mode  de 
payement  des  primes. 

V.  —  Risque  moyen  des  assurances  conoemant 

des  personnes  isolées 

17,  —  Supposons  que  Févènement  auquel  est  surbordonné  le 
payement  de  la  somme  assurée  ne  puisse  avoir  lieu  qu*une  seule 
fois  au  cours  de  la  période  d'assurance  eteoit  la  probabilité  pour 
qu'il  ait  lieu  dans  la  année. 

La  prime  imîque  pure  de  l'opération  est  alors 

(39)  ^  =  2  ^"î" 

et  réquation 

11=11 

2g«(«"-E)'  =  lM(E)}» 

11=  I 

définit  le  risque  moyen  M  (E)  de  l'opération.  En  développant  le 
carré  du  binôme  —  E  et  en  tenant  compte  de  Téquation  (39), 
nous  obtenons  : 

(Ao)  |M  (E)|*  =  2  ^„v«»  —  2  E  ^  qnV^  -h  E»2^„ 

11=1  «=I 

{M(E)}'  =  E'  — E« 
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en  pomt  : 

(4i)  2  î«  = 


ll=R 

I 

n=  I 

n=n 


E'  =  2  v^qn. 


ii=x 


On  voit  donc  que  dans  le  cas,  défini  par  Téquatioa  (4i),  où  le 
payement  de  la  somme  assuré  doit  avoir  lieu  et  une  fois  seulement, 
le  carré  du  risque  moyen  de  l'opération  s'obtient  en  faisant  la  diffé- 
rence entre  la  valeur  qu'aurait  la  prime  unique  de  l'opération  si 
le  taux  de  l'escompte  v  était  remplacé  par  et  le  carré  de  la  prime 
unique  payée  effectivement. 

Pour  le  calcul  effectif  du  risque  moyen  d'une  assurance  pour 
laquelle  l'équation  (4i)  est  valable,  il  est  donc  nécessaire  de 
dresser  des  tables  de  valeurs  Ci,  M'^,.  ...  différant  des  valeurs 
correspondantes  G„  M«,  A«  ...  par  la  substitution  du  taux 


au  taux  de  l'escompte  v. 


18.  —  La  relation  (4i)  est  évidemment  satisfaite  lorsqu'on  a  : 

E  =  A«,  E  =  Aa^,  E  =  u" 

(cas  de  l'assurance  oa  cas  de  mort,  de  l'assurance  mixte  et  de  l'assu- 
rance à  échéance  fixe,  avec  des  primes  uniques). 
On  a  : 


(4a)  M(A,)=:V^A',  — AV 

(43)  M  (A«iî)  =  \/A'xni  —  A^ 

(44)  M  {li^)  =  v/v*"  — =  0. 
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19.  —  Soit  une  assurance  mixte  \xn\  contractée  moyennant  le 
payement  de  primes  annuelles  constantes  : 

P—        Axn|     I  I 

et  soit  M(Pa^i)  le  risqae  moy^oi  qu'il  s'agit  de  détenniner.  On  a  : 


a  =  n 


a=i 

a=ii 


«SB» 


«=1 


d'où  r 


(45)  M(P„T)  =  »^^^=L=|=! 

20.  —  Si  Ton  pose  x  -4-  n  >  (o,  Axïïj  =  Ax  et  P^iSj  =  Px,  on  ob- 
tient donc  pour  le  cas  de  l'assurance  en  cas  de  mort  à  prime 
annuelle  constante  Px 


(46)  M(P.)  =  ^^/J7^''. 


21 .  —  Le  carré  du  risque  moyen  M  (j^J  de  l'assurance  à 
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échéance  fixe  et  à  pzime  constante  est  donné  de  mima,  par  Uéfoi*- 

i»{5)r-2'-(-â^)"- 

d'où  l'on  déduit 

—  Dans  le  cas  des  rentes  temporaires  on  viagères,  féqua- 
flou  (^i)  n'est  pas  satisfaite. 
Mais  on  a  dans  ce  cas  : 


4'où 


a  =  n 


!  M  (ax^)  j*  =     ^qoL  (I  —  Axn{  —  I  -t-v»)»  = 


as! 

it 


et 

(48)  M  (ax^)  =  ^  v^Â^I^fllM^ . 

Si  l'on  suppose  x  +  n  >-  (o,  on  a  le  risque  moyen  de  la^  i«iito 

viagère 


M(a,)  =  ^/A',-A?. 


23%  —  PlaçonMOua  toujours  dans  le  cas  des  assurances  à  pciine 
unique  et  soit  une  op^ation  £  [x,  n)  contractée  à  l'âge  x  et  ayant 


m 
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une  durée  n  (dans  le  cas  x  +  n  >  u>,  on  aura  E {x,  a)=  Ex)  '  1& 
risque  moyen  M»  (Ex^)  de  cette  opération  après  m  années  est  d^î 

par  l'équation 

(5o)  M«  (E«ïi)  =  M  (Eaî+mr7=nSr!)  (n  >  m) 

II  n'en  est  plus  de  même  pour  les  assurances  à  prime  annuelle 
constante  :  pour  ces  dernières  on  a  des  relations  analogues  à  la 

relation  (3o). 

VI.  —  Théorie  de  la  stabilité 

—  Etant  donné  un  ensemble  d'opérations  T,  la  balance  des 

primes  pures  relative  à  F  comprend  comme  articles  la  valeur  pro- 
bable des  capitaux  assurés,  et  les  primes  futures  do  F  (capitaux  et 
primes  sont  supposés  rapportés  au  moment  où  l'on  effectue  la  ba- 
lance) et  la  différence  entre  ces  deux  valeurs  est  la  réserve  des 
primes  pures  :  mais  à  côté  de  cette  balance,  on  peut  concevoir  au- 
tant de  balances  distinctes  qu'il  y  a  de  groupements  possibles  des 
décès  futurs  (Cf.  S  2,  n°  lo)  ;  chacune  de  ces  balances  se  traduit 
par  une  perte  ou  par  un  profit  pour  l'assureur  suivant  que  l'hypo- 
thèse sur  laquelle  elle  est  basée  donne  lieu  à  un  écart  défavorable 
à  l'assureur  ou  avantageux  pour  lui.  Lliypothèse  fondamentale, 
adoptée  par  nous,  d'après  laquelle  il  existe  pour  chacun  des  indi- 
vidus assurés  une  probabilité  de  décès  déterminée,  permet  de 
déterminer  la  probabiUté  présentée  par  chacun  des  groupements 
possibles  et,  par  suite,  la  probabilité  pour  que  les  profits  (ou  les 
pertes)  correspondant  à  chaque  groupement  soient  égaux  aux  pro— 
fits  (ou  aux  pertes)  réels  :  cette  probabilité  est  d'autant  plus  petite 
que  la  valeur  absolue  de  l'écart  entre  les  balances  correspondantes 
et  la  balance  des  primes  pures  est  plus  grande. 

Le  risque  moyen  M  d'un  ensemble  F  d'opérations  présentant 
des  risques  moyens  égaux  à  Mj,  M^,  M3 . . .  (risque  défini  par  l'équa* 
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tion  M*  =  Mj»  -H  M,«  -H  M,«  -+-  ...)  croit  indéfiniment  avec  le 
nombre  L  des  opérations  composant  F  :  il  mi  résulte  évidemment 

que  l'assureur  qui  n'encaisserait  comme  primes  que  les  primes 
pures  correspondant  à  une  évaluation  exacte  de  la  mortalité  et  du 
taux  de  capitalisation,  et  qui  n'ajouterait  à  ces  primes  que  les 
chargements  strictement  suffisante  pour  couvrir  les  dépenses  de 
l'exploitation,  ne  serait  nullement  garanti  contre  les  conséquences 
financières  de  l'apparition  d'événements  défavorables  ;  sa  ruine 
serait  certaine,  comme  la  ruine  de  tout  joueur  qui  prend  part  indé- 
finiment à  un  jeu  équitable. 

n  est  d'ailleurs  évident  qu'il  ne  peut  se  couvrir  complètement 
qu'en  encaissant  des  primes  assez  fortes  pour  lui  permettre  de  faire 
face  aux  hypothèses  les  plus  défavorables  pour  lui  ou,  en  d'autres 
termes,  des  primes  qui  lui  permettent  de  constituer  des  réserves  au 
moins  égales  à  la  valeur  actuelle  de  ses  engagemente  futurs,  en 
supposant  que  l'échéance  et  le  montant  de  ces  engagements  hâ 
soient  aussi  défavorables  que  possible  :  mais  il  faut  pour  cela 
qu'il  renonce  à  appliquer  les  procédés  d'assurance  et  qu'il  joue  le 
rôle  pur  et  simple  d'une  Caisse  d'épargne. 

On  peut  admettre  au  contraire  (et  c'est  la  seule  méthode  possible 
dans  la  pratique)  que  l'assureur,  renonçant  à  atteindre  une  certitude 
absolue,  se  contente  de  parer  aux  seules  éventualités  qu'il  juge 
possibles  dans  la  pratique  et  qu'il  augmente  ses  primes  pures  de  ce 
qu'il  faut  pour  pouvoir  constituer  un  fonds  de  garantie  neutrali- 
sant rînfluence  des  écarts  défavorables. 

Soit  P  la  prime  pure  et  c.  P  le  chargement  de  la  prime  destiné 
à  couvrir  les  augmentations  éventuelles  du  risque  {chargement  de 
risqué).  On  peut  se  proposer  deux  problèmes  : 

a)  Déterminer  <7  de  manière  qu'il  y  ait  une  probabilité  donnée 
pour  que  les  fonds  recueillis  par  l'assureur  suffisent  à  couvrir  ks 
risques  futurs. 

b)  Déterminer  cette  dernière  probabilité  lorsque  c  est  donné. 
Les  théorèmes  de  Tchebycheff-Pizzetti  et  de  BemouUi  nous 


appreâiMttt  qu'A  «Bikte  ime  {nrobalité 

P>i— ^ 


«Ml 


4pour  gue  les  écarts  qui  se  présentent  eflectivement  dans  les  désastres 
ne  surpassent  pas  le  multiple  X  du  risque  moyen.  Supposons  qu'on 
ait  réuni  un  très  grand  nombre  d'opérations  :  on  peut  alors 
jirendrejpour  P  la  valeur  $  et  si  on  suppose  X  =  3,  la  probabilité 

—  \  =:  0,00271 


pour  qu'il  y  ait  des  écarts  supérieurs  en  valeur  absolue  au  triple  de 
î^rreur  moyenne  est  si  voisine  de  zéro  qu'on^peut,  dans  la  pra- 
tique, la  considérer  comme  négligeable. 

Le  triple  du  risque  moyen  peut  donc  être  considéré  comme 
l'écart  maximum  pratiqu^nent  possible. 


».  —  Supposons  que  toutes  les  quantités  introduites  se  rap- 
portent à  l'intervalle  de  temps  (/,,  Z^)  et  que  leurs  valeurs  soient 
évaluées  en  les  supposant  escomptées  à  l'époque  t. 

Représentons  par  le  montant  des  primes  et  des  chargements 
de  risque  qui  seront  encaissés  par  l'assureur  dans  l'hypothèse  d'un 
groupement  donné  {n)  des  déc^  futurs  ét  formons,  commefprécé- 
demment,  les  diflTérences  A„  —  E'„  correspondant  à  tous]les  grou- 
pements possibles  :  on  trouve  tout  d'abord  que  si  l'on  désigne 
par  f  (a)  la.  probabilité  du  groupem^t  n  et  si  l'on  a 

(n)  =  I 

la  «rinr  probable 


de  la  difféience  (A„  —  £'„)  est  aussi  égale,  m  yetla  de  l'équatioA 
E',  —  (1     aj  E«  à 

si  £  désigne  la  valeur  probable  des  primes  nettes  que  l'assureur 
doit  encaisser  pendant  la  période  (^|, 

Appelons  risque  moyen  brut  M'  l'écart  moyen  entre  la  difBS- 

rence  A„  — -  E„  et  la  quantité  cE,  c'est-à-dire  la  quantité  M'  définie 
par  l'équation 

}  M'  P  =  i:ç(n)  J  cr£  -  (A„  -  E„)  1*. 

Les  considérations  du  paragraphe  précédent  perraetleat  don  dtwÊH 

signer  la  valeur  XM'  à  la  plus  grande  des  pertes  posMblcs  prove- 
nant pour  l'assureur  d'écarts  dans  la  mortalité  (X  est  un  nombre 
positif,  3  par  «.)  :  par  suite,  si  on  désigne  par  Y  la  réserve  des 
primes  paies  wiftant  à  l'épo^  t  et  si  l'on  tient  compte  4e  la  m- 
leur  probable  crE  âes  chargements  de  risque  établis  mr  les  prn»» 
on  trouve  que  le  capital  nécessaire  pour  faire  face  aux  sini^tm 
futurs  est  compris  entre  les  limites 

V  —  XM'  — a£,     V-hXM'  —  tiE. 
Nous  appellerons  ; 

Réserve  de  risque  de  l'ensemble  F  à  l'époque  t  et  pour  la  p^iode 

g  la  quantité  R  =  XM'  —  aE  ; 
Balance  de  risque  d'une  balance  dans  laquelle  on  oppose  à  l'écart 
maximum  possible  XM  les  chargements  de  risque  futurs  établis  sur 
les  primes. 

Une  compagnie  d'assurance  est  dite  stable  si  l'on  a 

2(5.  —  La  définition  précédente  de  la  réserve  de  risque  suppose 
qu'il  n'existe  pas  d'autres  fonds  de  garantie  que  ceux  qui  pro- 
viennent de  la  réserve  des  primes  nettes  et  elle  suppose  en  outre 


m 
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qu'on  a  choisi  des  taux,  des  coefficients  de  mortalité  et  des  char- 
gements sur  les  primes  (outre  le  chargement  a  E)  égaux  respecti- 
vement au  taux  réel  de  la  capitalisation,  à  la  mortalité  effective  des 
assurés  et  aux  dépenses  effectives  de  l'assureur. 

Si  on  admet  au  contraire  (comme  cela  a  lieu  dans  la  réalité) 
qu  il  y  a  dans  l'entreprise  d'assurances  une  source  de  revenus  pro- 
venant d'une  évaluation  des  éléments  précédents  assez  large  pour 
laisser  un  profit  à  l'assureur  et  si  on  admet  l'existence  de  fonds 
extraordinaires  de  réserve,  la  condition  de  stabilité  énoncée  plus 
haut  se  ramène  à  la  suivante  :  il  faut  que  la  différence  entre  le  mul- 
tiple IM  du  risque  brut  moyen  M'  d'une  part  et  la  somme  cE  des 
profits  rappelés  plus  haut  et  des  réserves  extraordinaires  d'autre 
part  ne  soit  pas  un  nombre  positif. 

Enfin  au  risque  moyen  brut  M'  on  substitue  le  risque  moyen 
net  M  quand  les  profits  rappelés  plus  haut  et  les  fonds  extraordi- 
naires de  réserve  sont  seuls  destinés  à  couvrir  les  aggravations 
éventuelles  du  risque,  c'est-à-dire  quand  il  n'y  a  pas  les  charge- 
ments sur  les  primes,  que  nous  avons  définis  précédemment  et 
que  nous  avons  supposés  exister. 

Il  est  évident  que  les  diverses  définitions  de  la  réserve  de  risq[ue 
peuvent  être  considérées  en  substance  comme  identiques. 

557.  —  Soit  R  la  réserve  de  risque  existant  en  réalité  dans  une 
compagnie  d'assurances,  de  sorte  que  l'on  a 


et  soit  X  la  valeur  de  la  quantité  X  définie  plus  haut  qui  correspond 
à  cette  réserve. 

Soit  de  même  X'  la  valeur  de  X  qui  correspond  à  la  valeur  zéro 
de  la  réserve  de  risque.  Le  quetient 

X' 
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est  pris  par  M.  Radtke  comme  mesure  du  degré  de  stabilité  d*ane 

compagnie  d'assurances. 
Selon  que  l'on  a 

R==o,  R«<o  ou  R>o. 

on  a  aussi 

N  =  i,  N>i  ou  N<  I  : 
le  degré  de  stabilité  est  d'autant  plus  grand  que  la  réserve  de  risque 

est  plus  grande  en  valeur  absolue,  cette  réserve  étant  supposée 
exprimée  par  un  nombre  négatif. 
De  la  définition 

R  ==  >M'  —  aE 

il  ressort  d'une  façon  évidente  qu'à  égalité  des  autres  éléments  et 
par  suite  pour  une  même  valeur  de  X,  la  réserve  R  sera  d'autant 
plus  petite  que  le  rapport  du  risque  M  au  montant  total  des  capi- 
taux assurés  ou  des  primes  E  est  lui-même  plus  petit. 

Ceci  montre  le  lien  étroit  qui  relie  les  conditions  de  maximum 
ou  de  minimum  du  risque  moyen  relatif  au  degré  de  stabilité  plus 
ou  moins  grand  de  la  Compagnie  d'assurances. 

Le  théorème  énoncé  au  §  i ,  d'après  lequel  le  risque  moyen  re- 
latif est  minimum  quand  les  conditions  de  participation  au  jeu 
des  divers  joueurs  sont  identiques,  prend,  par  exemple,  dans  le 
cas  actuel  la  forme  suivante  :  toutes  choses  égales  d'ailleurs,  la 
réserve  de  risque  est  minimum  et,  par  suite,  le  degré  de  stabilité 
est  maximum  quand  les  sommes  assurées  par  les  divers  individus 
sont  égales  (en  supposant  toutes  de  même  nature  les  opérations 
d'assurances  qui  composent  l'ensemble  considéré  F). 

Les  considérations  du  n"  9  peuvent  s'étendre  d'une  façon  ana- 
logue au  cas  actuel. 

Soit  N  le  degré  de  stabilité  d'un  groupe  déterminé  d'opérations, 
S  le  montant  d'une  nouvelle  opération  qui  vient  s'adjoindre  au 
groupe  précédent,  N'  le  degré  de  stabilité  du  nouveau  groupe  ré- 
sultant de  cette  adjonction. 
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On  appelle  somme  assurable  maximum  S,  la  valeur  de  S  gui 
vérifie  l'équation 

(52)  N=:N'. 

On  voit  de  suite  que  la  relation  (52)  coïncide  avec  l'équation  qui 
exprime  l'égalité  du  risque  moyen  relatif  au  groupe  primitif  et  du 
risque  moyen  relatif  au  gma^  résultant. 

!^8.  —  Supposons  que  l'ensemble  F  soit  formé  comme  précé- 
demment de  L  opérations  semblables  entre  elles  ;  soient  5,  P  et  M\ 
le  capital  assuré,  la  prime  unitaire  et  le  risque  moyen  de  chacune 
des  L  opérations  :  la  réserve  de  risque  pourra  s'écrire 

car  on  ft  : 

(53)  M'  =  sM't  \/l 

E  =  LPs 

et  si  Ton  représente  les  produits  lsM\  et  asP  respectivement  par  a 

et  b,  qui  seront  ainsi  des  coefficients  positifs  et  différents  de  zéro, 
la  réserve  peut  s'écrire 

(53*)  R  =  av/L  — feL. 

On  voit  de  suite  qu'aux  valeurs  o  et  oo  de  L  correspondmt  re»- 
pectîvem^t  les  valons  o  et  —  00  de  R  et  qu'à  des  valeurs  deL 
inférieures  A 

correspondent  des  valeurs  positives  de  R.  A  la  valeur 
(54) 

do  L  correspond  au  contraire  une  réserve  de  risque  égale  à  zéro  : 
la  valeur  (54)  de  L  représente  donc  le  nombre  d'assurés  au-dessous 
duquel  la  condition  de  stabilité  n'est  plus  satisfaite  {mmbre  mmi- 
mum  des  assurés). 
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A  l  >  Lt  Qdm^pondent  des  valeurs  positives  de  R  :  les  itlations 

cfR      I      1  , 

^    ^  v/l 

d^R^  a 

4Lv/L 

montrent  d'ailleurs  que  R  est  maximum  pour 

<55)  L  =  i°:  =  il,. 

Si  les  opérations  composant  l'ensemble  F  ont  des  montants  égaux 
respectivement  à  s,,  s^,  ...  s^,  on  aura  des  relations  qui  différeront 
de  celles  considérées  jusqu'ici  en  ce  qu'on  devra  remplacer  LP  par 
la  somme  des  prîmes  et  sM',  \/l  par 


•••••  #1.* 


Si  les  différentes  opérations  ont  des  montants  à  peu  près  égaux, 
il  suffira  de  poser,  dans  les  équations  (53)  et  (53*)  : 


«1  -f-  Sa  -H  ...  -h  s 


L 


n 


1^9.  —  Enfin  si  l'on  pose 

lsU\  v^Lo  —  wPLo  =  o 
X'«M',  v/L  —  asPL  =0 

ona  : 


Le  degré  de  stabilité  est  donc  directement  proporlioiHial  à  la 
racine  carrée  du  nombre  des  assurés  et  inversement  proportionnel 
à  la  racine  carrée  du  nombre  minimum  L  des  assurés. 

M.  Radtke  remarque  à  juste  titre  que,  en  introduisant  cette  notion 
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de  nombre  minimum  des  assurés,  on  obtient  une  règle  permettant 
de  juger  des  conditions  financières  d'une  Compagnie  d'assurances, 
par  suite  de  Féquivalence  de  ces  deux  expressions  «  une  Compagnie 
d'assurances  est  stable  »  et  «  une  Compagnie  d'assurances  a  atteint 
le  nombre  minimum  des  assurés  »  et  de  plus  on  peut  caractériser 
d'une  façon  assez  concise  le  degré  de  hasard  ou  de  risque  présenté 
par  une  forme  donnée  d'assurance  :  il  est  en  effet  manifeste  qu'une 
forme  d'assurance  est  d'autant  plus  aléatoire  que  le  nombre  mini- 
mum des  assurés  correspondant  à  cette  forme  est  plus  grand  (*). 

30.  —  C'est  à  M.  Bobimann  qu'on  doit  d'avoir  relié  la  notion 
de  nombre  minimum  des  assurés  à  la  tbéorie  de  la  stabilité,  mais 
la  remarque  suivante  de  M.  Landré  montre  immédiatement  que 
l'assurance  ne  peut  avoir  lieu  pour  un  nombre  d'assurés  très  limité. 

Pour  un  individu  âgé  de  3o  ans,  la  probabilité  de  décès  dans  un 
délai  d'un  an  est  d'environ  2  Y^.  Si  l'on  suppose  cinquante  assurés 
en  cas  de  mort  âgés  de  3o  ans,  on  voit  qu'un  seul  décès  en  plus  du 
décès  unique  prévu  double  la  mortalité  supposée  :  au  contraire 
pour  un  groupe  de  5oo  assurés,  la  mortalité  se  trouverait  simple- 
ment aufirmentée  de  —  • 
°  10 

C'est  précisément  ce  nombre  de  5oo  qu'on  considère  dans  la 
pratique  comme  la  limite  inférieure  extrême  au-dessous  de  laquelle 
la  prudence  interdit  de  descendre. 

Des  remarques  faites  précédemment  montrent  d'une  façon  trop 
évidente  pour  qu'il  soit  nécessaire  d'insister  sur  ce  point,  qu'en 
réalité  il  n'existe  pas  un  minimum  absolu  indépendant  de  l'opération 
considérée  et  du  degré  de  certitude  qu'on  veut  atteindre. 

(t)  Radtee.  —  Die  Stabilitàt  der  Lebensversiclierungsanstaltenf  Berlin,  190I, 
page  36. 
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NOUVELLES  TABLES 

D'IUTÉRÉTS  COMPOSÉS  fiT  B'AiliiUlTKft 

PRÉCÉDÉES  d'un 

Précis  théorique  des  opérations  financières 
A  long  terme,  particulièrement  des  emprunts 


Cet  ouvrage  est  destiné  aux  personnes  qui  ont  à  s'occaper  de  qoes- 
tions  hnancieres;  il  s'adresse  aussi  aux  éléTes  des  écoles  saDérieiires 
de  commerce.  ^ 

La  première  partie  renferme  : 

1»  La  théorie  des  intérêts  composés  et  des  annuités.  Solution  algébriaue 
des  principales  quesùons  qu'on  y  rencontre  :  valeur  acquise,  valeur 
actuelle  ou  escompte  à  intérêts  composés,  détermination  des  divers 
éléments  du  calcul  ;  divers  modes  de  capitalisation,  capitalisation  con- 
tinue ;  annuités  immédiates,  différées,  constantes  ou  variables;  amoru 
tiMement  ;  problèmes  fondamentaux  des  assurances  sur  la  vie 

20  L  usage  des  Tables  contenues  dans  V ouvrage  pour  la  solution' pratiaue 
des  mêmes  problèmes.  Exemples  numériques  destinés  à  montrer  ccm- 
ment  on  peut  résoudre  les  questions  précédentes  par  le  simple  emnloi 
des  tables  ;  approximation  des  résultats.  «"i».» 
♦„?n^  ^^^'"H^^nts.  Formes  diverses  d'emprunts  ;  rente  perpé- 

tuelle obligations  de  divers  types,  valeurs  à  lots,  actions,  etc..  Modèles 
de  tableaux  d'amortissement.  Parités.  «oueies 

La  Ile  partie  contient  six  tables  ; 
de  ten^f^^^  acquise  par  i  fr,  placé  à  intérêts  composés  pendtuu  W  un. 

IL  Vofeur  actuelle  de  4  fr.  payable  à  une  époque  déterminée. 

III.  Valeur  acquise  par  des  placements  de  1  fr.  efféctués  au  commen- 

cément  de  chaque  unité  de  temps  pendant  n  unités; 

IV.  Valeur  actuelle  de  N  annuités  de  1  fr. 

V.  Annuité  qui  amortit  un  capital  de  4  fr.  en  iV  unités  de  temps 
(Dans  ces  cinq  tables,  le  taux  varie  de  1/8  7^  à  partir  de  1/4  Va  Pour 
tous  les  taux  usuels).  ^  */*  /•  pour 

VI.  Tables  de  mortalité  usitées  dans  les  calculs  d'assurance  sur  la  via 
en  France  et  à  Tétranger. 

PRIX  :  \  5''?.^^^   10  fr. 

i  Rehe^   42  fr. 
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